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摘  要 

本书面向地理问题，基于 Excel 软件，讲述了大量数学方法的应用思路和过程。教学内

容涉及回归分析、主成分分析、聚类分析、判别分析、时（空）间序列分析、Markov 链、

R/S 分析、线性规划、层次分析法、灰色系统 GM(1, N)建模和预测方法，如此等等。通过模

仿本书讲授的计算过程，读者可以加深对有关数学方法的认识和理解，并且掌握很多 Excel
的应用技巧。本书最初以北京大学研究生地理数学方法的辅助教材身份出现，但实际上是作

者对 Excel 计算功能深度开发的一系列试验成果的集合。书中绝大多数计算过程设计为作者

首创，在国内外其他教科书中不能见到。这本书的初稿和修改稿先后在北京大学城市与环境

专业研究生中试用七年，获得学生的广泛好评。书中内容曾经被其他高校和研究所的学生多

次拷贝。 
这本书虽然是以地理数据为分析对象展开论述，但所涉及的内容绝大多数为通用方法。

只要改变数据的来源，书中论述的计算流程可以完全可以应用到其他领域。本书可以供地理

学、生态学、环境科学、地质学、经济学、城市规划学乃至医学、生物学等诸多领域的学生、

研究人员以至工程技术人员学习或参考。 
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前  言 

要想成功地掌握一门数学方法，至少要熟悉如下几个环节。一是基本原理，即一种方法

的理论基础和逻辑过程；二是应用范围，任何一种方法都有其自身的特长和功能局限，认识

其优势和不足，才能真正有效地运用；三是算法或者运算规则系统，即一种为在有限步骤内

解决数学问题而建立的可重复应用的计算流程体系；四是计算过程，即在一种方法的适用范

围内，给定一组观测数据，如何借助一定的算法获取所要求的计算结果；五是典型实例，亦

即一种数学方法应用于现实问题的具体案例。如果还想进一步加深对一种数学方法的了解，

还有第六个环节，那就是不同方法的融会贯通。 
目前我们用到的绝大多数数学方法的基本原理要求具备良好的高等数学知识，包括微积

分、线性代数和概率与数理统计。不过，高等数学知识仅仅是掌握一门数学方法的必要条件。

有了高等数学知识，我们就可以比较透彻地了解一种数学方法的逻辑结构，从而明确其内在

原理。掌握了一种方法的基本原理，大体上可以懂得其适用范围和功能局限。可是，所有这

些，仅仅限于理论层面。要想借助相应的算法，将一种数学原理有效地应用于现实问题，学

会计算过程是非常的关键的一个环节。任何一个数学方法的应用者，只有打通这一个环节，

才能在方法的运用方面尽可能地扬长避短。计算过程和典型实例是相辅相成的，典型实例是

计算过程的结果，计算过程通常借助典型实例来显示其技术线路。 
以最基本的数学方法——回归分析为例，学习该方法涉及如下过程。在基本思想方面，

回归建模就是用数学语言刻画一组变量与某个变量之间的相关关系或者因果关系。关系的强

弱通过回归系数表现出来，回归分析的核心问题就是模型参数值的估计。为此，需要一种有

效的算法。目前的回归分析算法主要采用误差平方和最小的方法，即所谓最小二乘法。在这

个过程中，首先要采用线性方程组进行描述，理论上用到线性代数的知识；其次寻求误差平

方和最小时的参数估计结果，理论上用到微积分的条件极值方法；在回归结果检验过程中，

涉及误差的正态分布思想，这在理论上又用到大量的概率论和统计学原理。可是，虽然很多

读者明白上述道理，但在具体应用过程中依然觉得似是而非。究其原因，主要在于不了解计

算过程，没有掌握简明易懂的计算范例。 
作者编著本书的目的，就是帮助读者循序渐进地掌握一些数学方法的计算过程和简明范

例，通过这个过程进一步加深对有关数学原理和方法的理解以及应用领域的认识，进而将不

同的方法有机联系起来。全书的内容分为四大部分，一是相关分析和回归分析，主要讲述线

性回归和逐步回归的计算过程；二是多元统计分析，主要讲述主成分分析、聚类分析和判别

分析的计算过程；三是时空过程分析，包括时（空）间序列分析和时空随机过程分析，主要

讲述自相关分析、自回归分析、周期图分析、功率（波）谱分析、Markov 链分析和 R/S 分

析；四是系统分析，主要讲述层次（AHP）分析法、线性规划求解和灰色系统的建模与预测

分析方法。 
虽然书中讲到大量的有关 Excel 的应用技巧，但这不是一本关于 Excel 应用方法的教科

书，而是基于 Excel 软件的数据处理和数学方法应用的教科书。每一章的写作都采用相同的

模式，即围绕一个或者若干个简明的例子，全方位地讲解一种数学方法的计算过程。书中讲

述的有些数学方法处理过程是很实用的，如一元和多元回归分析方法、非线性回归建模方法、

自回归分析方法、功率谱分析方法、Markov 链方法、AHP 法、线性规划求解方法、GM(1,1)
和 GM(1, N)建模与预测方法，如此等等。也就是说，通过上述内容的学习，读者可以直接

借助 Excel 处理实际工作中遇到的有关数学问题。另有一部分方法的讲述并不实用，而是纯

粹教学性质的。逐步回归分析方法、主成分分析方法、聚类分析方法、判别分析方法、自相

关分析方法，如此等等，属于此类。这些方法的计算过程繁琐，当数据量较大的时候，在
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Excel 里开展工作速度缓慢而且容易出错。还有一些方法是介于上述两种情形之间的，包括

周期图分析方法、R/S 分析方法等。当数据量较小的时候，可以采用这些方法在 Excel 里解

决问题；但当数据量较大时，就得借助其他大型的数学计算软件（如 Matlab、Mathcad）或

者统计分析软件（如 SAS、SPSS）了。 
读者可能产生疑问：既然一些方法在 Excel 里面并不实用，为什么还要不厌其烦地讲述

它们？这就回到前面提到的、数学方法应用中的计算过程问题。作者撰写本书的初衷不在于

实用，大部分内容的实用性仅仅是本书内容的附带功能。作者真正希望的，是借助本书实现

如下教学目标：读者通过模仿一些计算过程，掌握有关模型建设的实例，进而理解有关数学

方法的技术路线。以主成分分析方法为例，采用大型统计分析软件 SPSS，可以很方便地获

得全面的计算结果。但是，SPSS 是一个“傻瓜”型软件，其计算过程对读者而言完全是一

个“黑箱”。按照固定程序的操作该软件，不需要多少数学知识，就可以完成有关的统计计

算。但是，如果不了解一种方法的计算过程，不知道这些方法的基本原理，即便 SPSS 输出

结果，读者也没有办法给出准确的计算结果解释。如果读者首先在 Excel 里完成一个简明例

子的计算，通过这个过程熟悉主成分分析的数学运算过程，然后再利用 SPSS 开展有关的数

据整理和分析，就会主动和透明多了。当然，在阅读本书的过程中，读者会掌握 Excel 的很

多功能和应用技巧，这些功能和技巧在未来的数据处理和分析过程中将会非常实用。 
需要特别强调的是线性回归分析方法。这种方法非常简单而且基本，以致很多读者不重

视该方法的深入学习和广泛练习。实际上，越是简单和基本的数学方法使用频率越高，应用

范围越是广阔。一些复杂的数学方法，如果主成分分析、判别分析、自回归分析、功率谱分

析、小波分析、神经网络分析、灰色系统建模和预测分析，如此等等，都可以借助线性回归

分析快速入门。本书讲述了基于回归分析的判别分析建模、自回归建模、周期图建模、R/S
分析建模、GM(1,1)和 GM(1,N)建模和预测等等，并且在主成分分析中应用了回归分析。这

样，采用一种简明易懂的数学方法将多种数学方法贯通起来，读者可以通过回归分析了解多

种数学方法的理论建设要点。 
这部著作最初是作为北京大学研究生地理数学方法辅助教材出现的，先后在北京大学城

市与环境学系、环境学院、城市与环境学院试用了七年。这不是简单的编写成果，而是带有

很强的著作成分。实际上，在写作过程中，作者参考的图书非常有限。最频繁使用的一部参

考书是一本关于 Excel 函数的工具书——《Excel2000 函数图书馆》，当然还有 Excel 自身附

带的“帮助”内容。了解了 Excel 的数据分析、规划求解和数值拷贝功能之后，作者所作的

工作就是寻找合适的教学案例，根据相关的数学原理，在 Excel 中一步一步展开计算，并且

详细地记录了这些计算和分析过程。现在献给读者的，就是作者对这些计算过程记录的整理

结果。Excel 的常用函数功能、数值拷贝功能、数据分析和规划求解功能，加上作者有关的

数学方法原理方面的知识，以及相关案例的数据，就是这本书的主要写作源泉。 
本书的写作特点是，借助简单的例子，从头到尾完整地演示各种数学方法的计算过程和

分析思路。读者学习本书的方法则是，静下心来，从前到后重复一下作者的计算过程，然后

寻找一个类似的例子，自己亦步亦趋模仿一遍。在模仿中学习，在思考中消化。通过阅读和

操作，可以打开一些数学方法的“黑箱”，了解其内部结构，从而更好地进行运算结果解读。

然后，就可以借助 Excel 或者有关统计/数学软件处理自己研究的现实问题了。原则上，本

书的每一章都相对独立，如果读者对 Excel 的基本功能比较熟悉，从任何一个部分都可以开

始学习。但是，如果读者对 Excel 的基本功能不太熟悉，那就建议先系统学习第 1 章（一元

线性回归分析）和第 2 章（多元线性回归分析）。然后再任选其他章节阅读。特别是本书第

1 章，作者对 Excel 的有关功能和用法交代得非常详尽，对回归分析结果解释得相当细致。

通过前面两章的学习和思考，读者基本上可以掌握 Excel 的常用数据分析操作技能。 
【作者 2008 年 8 月】 
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第 1 章 一元线性回归分析 
 
回归分析是最为基本的定量分析工具，很多表面看来与回归分析无关、并且貌似难以理

解的数学方法，可以通过回归分析得到简明的解释。通过回归分析，可以更好地理解因子分

析、判别分析、自回归分析、功率谱分析、小波分析、神经网络分析，如此等等。在本书中，

作者将会建立回归分析与因子分析、判别分析、时间序列分析、灰色系统的 GM(1,N)预测分

析等的数学联系。在各种回归分析方法中，一元线性回归最为基本。熟练掌握这一套分析方

法对学习其他数学工具非常有用。下面借助简单的实例详细解析基于 Excel 的一元线性回归

分析。 
【例】某地区最大积雪深度和灌溉面积的关系。为了估计山上积雪溶化后对河流下游灌

溉的影响，在山上建立观测站，测得连续 10 年的最大积雪深度和灌溉面积数据。利用这些

观测数据建立线性回归模型，就可以借助提前得到的积雪深度数据，预测当年的灌溉面积大

小。原始数据来源于苏宏宇等编著的《Mathcad2000 数据处理应用与实例》。 

§1.1 模型的初步估计 

这是非常初步的操作，但却是非常重要的操作。我们在建立回归分析模型的过程中，首

先要进行一些基本的试验。在 Excel 中，回归试验应用最为频繁的方法就是下面即将讲到的

模型快速估计方法。 
第一步，录入数据。数据录入结果见下图（图 1-1-1）。 

 
图 1-1-1 在 Excel 录入的数据 

 
第二步，作散点图。如图 1-1-2 所示，选中数据（包括自变量和因变量），点击“图表

向导”图标；或者在“插入”菜单中打开“图表（H）”。图表向导的图标为 

 

选中数据后，数据变为蓝色（图 1-1-2）。 
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图 1-1-2 选中作图的数据序列 

 
点击“图表向导”以后，弹出如下对话框（图 1-1-3）： 

 
图 1-1-3 图表向导中的散点图选项 

 
在左边的“图表类型（C）”栏中选中“XY 散点图”，点击“完成”按钮，立即出现散

点图的原始形式（图 1-1-4）： 
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图 1-1-4 Excel 给出的散点图 

 
第三步，模型估计。这一个过程又可以细分为如下几个步骤。 
（1） 选中散点：用鼠标指向图 1-1-4 中的数据点列，单击右键，出现如下选择菜单（图

1-1-5）。 
 

 
图 1-1-5 选中图中的散点系列 

 
（2）添加趋势线：点击“添加趋势线(R)”，弹出如下选择框（图 1-1-6）： 
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图 1-1-6 添加线性趋势线的选项 

 

（3）选项设置：在分析“类型”中选择“线性(L)”，然后打开选项单（图 1-1-7）。 

 
图 1-1-7 添加趋势线的选项设置 

 

（4）获取结果：在选择框中选中“显示公式(E)”和“显示 R 平方值（R）”（图 1-1-7），
确定，立即得到回归结果如下（图 1-1-8）。 

在图 1-1-8 中，给出了回归模型和相应的测定系数即拟合优度。模型为

y=2.3564+1.8129x，相关系数平方为 R2=0.9789。 

 



研究生地理数学方法（实习）           Part1   电子表格 Excel 

 5

图表标题 y = 1.8129x + 2.3564
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图 1-1-8 模型的初步估计结果 

§1.2 详细的回归过程 

1.2.1 回归建模 

回归模型的快速估计过程非常简便，但结果也过于简略。除了模型的截距、斜率估计结

果和相关系数平方等统计量之外，没有其他方面的统计信息。为了对模型参数估计值开展深

入的统计分析，我们需要掌握详细的回归分析过程。在 Excel 中，回归分析过程可以分为若

干步骤完成，第一、第二步与第 1 小节“模型的初步估计”给出的完全一样，姑且从略。下

面从第三步讲起。 
第一步，录入数据（略）。 
第二步，作散点图（略）。 
第三步，回归分析。 
观察如图 1-1-4 所示的散点图，判断点列分布是否具有线性趋势。只有当数据具有线性

分布特征时，才能采用线性回归分析方法。从图中可以看出，本例数据形成的散点呈现线性

分布特征，可以进行线性回归。详细步骤如下。 
 
（1）打开对话框：用鼠标点击“工具”下拉菜单，可见数据分析选项（图 1-2-1）： 

 

 
图 1-2-1 选中“数据分析” 

 
用鼠标双击“数据分析（D）”选项，弹出“数据分析”选项框（图 1-2-2）。 
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图 1-2-2 数据分析选项框 

 

（2）回归分析选项：在图 1-2-2 中选择“回归”，确定，弹出如下选项表（图 1-2-3）。 
 

 
图 1-2-3 数据分析选项框 

 
第一种选择方式——包括数据标志：X、Y 值的输入区域（B1:B11，C1:C11），标志，

置信度（95%），新工作表组，残差，线性拟合图（图 1-2-4）。 
第二种选择方式——不包括数据标志：X、Y 值的输入区域（B2:B11，C2:C11），置信

度（95%），新工作表组，残差，线性拟合图（图 1-2-5）。 
注意：选中数据“标志”和不选“标志”，X、Y 值的输入区域是不一样的：前者包括

数据标志“最大积雪深度（米）”和“灌溉面积（千亩）”。后者不包括。当在输入滥的数据

范围中包括数据标志所在的单元格时，务必选择“标志”选项，否则不能选中“标志”。这

一点务请注意。 
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图 1-2-4 包括数据标志 

 

 
图 1-2-5 不包括数据标志 

       
（3）给出回归结果：设置完成以后，确定，即可得到全部回归结果（图 1-2-6）。 
 
（4）读取参数：在图 1-2-6 所示的结果中，读取如下数据，据此建立模型并开展统计

分析。截距：a=0.356；斜率：b=1.813；相关系数：R=0.989；测定系数：R2=0.979；F 值：

F=371.945；t 值：t=19.286；回归标准误差：s=1.419；回归平方和：SSr=748.854；剩余平方

和：SSe=16.107；总平方和：SSt=764.961。 
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图 1-2-6 线性回归结果 

 
（5）写出模型表达式：根据上面的回归结果建立回归模型，并对结果进行检验。回归

模型为 

xbxay 813.1356.2ˆ +=+= . 

关于模型的统计检验，R、R2、F 值、t 值、标准误差值等均可以直接从回归结果中读出。 

1.3.2 模型的统计检验 

对于一元线性回归，只需要开展相关系数检验、标准误差检验和 DW 检验即可。不过，

作为方法介绍，不妨给出较为全面的说明。 
（1）相关系数检验。在相关系数检验表中查出，当显著性水平取 α=0.05、剩余自由度

为 df=10-1-1=8 时，相关系数的临界值为 R0.05,8=0.632。显然 

8,05.0632.0989416.0 RR =>= , 

检验通过。有了 R 值，F 值和 t 值均可计算出来。 
（2）F 检验。F 值的计算公式和结果为 

8,1,05.0
2

2

2

2

318.5945.371
)989416.01(

1110
1

989416.0

)1(
1

1
F

R
mn

RF =>=
−

−−

=
−

−−

= . 

式中 n=10 为样品数目，m=1 为自变量数目。显然与表中的结果一样。 
（3）t 检验。t 值的计算公式和结果为 

8,05.022
306.2286.19

1110
989416.01

989416.0

1
1

t

mn
R

Rt =>=

−−
−

=

−−
−

= . 
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可见，F 值为 t 值的平方，即有 19.2862=371.945。上述结果 Excel 都已经直接给出，这里通

过验算有助于理解这些统计量之间的联系。 
查 F 分布表和 t 分布表，可以得到 F 值和 t 统计量的临界值。实际上，在 Excel 中，利

用公式 finv 可以方便地查处 F 统计量的临界值。语法是：finv(α, m, n-m-1)，即 
 

finv(显著性水平，自变量数目，样品数目-自变量数目-1) 
 
任选一个单元格，输入公式“=FINV(0.05,1,10-2)”，回车，立即得到 5.317645，即 

318.58,1,05.0 =F . 

类似地，利用公式 tinv 可以方便地查处 t 统计量的临界值。语法是：tinv(α, n-m-1)，即 
 

tinv(显著性水平，样品数目-自变量数目-1) 
 
任选一个单元格，输入公式“=TINV(0.05,10-2)”，回车，立即得到 2.3060056，即 

306.28,05.0 =t . 

 

图 1-2-7  y 的预测值及其相应的残差等 
 

（4）标准误差检验。回归结果中给出了残差（图 1-2-7），据此可以计算标准误差。首

先求残差的平方 

22 )ˆ( iii yy −=ε ， 

然后求残差平方和 

107.16174.0724.1
10

1

2 =++== ∑
=

=

L
n

i
iSSe ε , 

于是标准误差为 

419.1
8
107.161)ˆ(

1
1

1

2 ===−
−−

= ∑
=

SSe
v

yy
mn

s
n

i
ii , 

从而得到变异系数 
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15.0~1.0%15~100388.0
53.36

419.1
=<==

y
s

. 

利用平方和函数 sumsq 可以直接求出残差平方和。如图 1-2-7 所示，残差序列位于第 3
列，即 C 列（图 1-2-6）。在任意空白单元格输入公式“=SUMSQ(C24:C34)”，回车，得到

16.1067604。用这个数除以剩余自由度 8，然后开平方根，即可得到标准误差 1.418924。 

（5）DW 检验。DW 值的计算公式及结果为 

751.0
417.0)911.1()313.1(

)833.0417.0()313.1911.1(
)(

DW 222

22

1

2

2

2
1

=
++−+−
−+++−

=
−

=

∑

∑

=

=
−

L

L
n

i
i

n

i
ii

ε

εε
. 

在 Excel 中计算 DW 值非常方便。只要在图 1-2-4 所示的选项中选中“残差（R）”，最后的

回归结果就会给出残差序列。将残差序列复制出来，在适当的地方粘贴两次，注意最好错位

粘贴（参见图 1-2-8）。然后，利用其中一列减去另外一列，得到残差之差，或者残差序列的

差分。注意，原来的数据有 n=10 个，残差之差应为 n-1=9 个。利用函数 sumsq 计算残差序

列的平方和，结果为 16.1068；然后用 sumsq 计算残差之差的平方和，结果为 12.0949。第

二个平方和除以第一个平方和，即残差之差的平方和除以残差的平方和，即可得到 DW 值。

具体说来，DW 值＝12.094/16.1068=0.751。 

 

图 1-2-8  利用残差计算 DW 值 
 

最后就是 DW 统计检验了。取 α=0.05，n=10，m=1（剩余自由度 df=10-1-1=8），在统计

表中查表得 dl=0.94，du=1.29。显然，DW 值=0.751< dl=0.94，这意味着有序列正相关，预

测的结果可能令人怀疑。当然，对于本例，由于 n<15，DW 值的估计结果不可靠，严格意

义的 DW 检验无法进行。 

§1.3 回归结果详解 

1.3.1 数据表的解读 

利用 Excel 的数据分析进行回归，可以得到一系列的统计参量。下面将图 1-2-6 回归结

果摘要（Summary Output）放大（图 1-3-1）。 
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图 1-3-1  回归结果摘要（局部放大） 

 
下面逐步说明如下： 
第一部分：回归统计表 
这一部分给出了相关系数、测定系数、校正测定系数、标准误差和样本数目（图 1-3-2）。 

 
图 1-3-2 回归统计表 

 
逐行解释如下： 

 Multiple 对应的数据是相关系数(correlation coefficient)，即 R=0.989416。 
 R Square 对应的数值为测定系数（determination coefficient），或称拟合优度

（goodness of fit），它是相关系数的平方，即有 R2=0.9894162=0.978944。 
 Adjusted 对应的是校正测定系数（adjusted determination coefficient），校正公式为 

v
Rn

mn
RnRa

)1)(1(1
1

)1)(1(1
22 −−

−=
−−
−−

−= , 

式中 n 为样品数，m 为变量数，v 为自由度（df），R2 为测定系数。对于本例，n=10，m=1，
R2=0.978944，代入上式得 

976312.0
1110

)978944.01)(110(1 =
−−

−−
−=aR . 

 标准误差（standard error）对应的即所谓回归标准误差，计算公式上一节已经给出。

将 SSe=16.10676 代入计算可得 

418924.110676.16*
1110

1
=

−−
=s . 
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这个结果我们前面进行过验算。 
 观测值对应的是样品数目，即有 n=10。 

 
第二部分，方差分析表 
方差分析部分包括自由度、误差平方和、均方差、F 值、t 统计量、P 值、参数估计结

果的变化范围等（图 1-3-4）。 
 

 
图 1-3-4 方差分析表（ANOVA） 

 
逐列、分行解释如下： 
第一列 df 对应的是自由度（degree of freedom）。 

 第一行是回归自由度 dfr，等于变量数目，即 dfr=m。 
 第二行为剩余自由度 dfe，或者残差自由度，等于样品数目减去变量数目再减 1，

即有 dfe=n-m-1。在我们的计算公式中，剩余自由度通常用 v 表示。 
 第三行为总自由度 dft，等于样品数目减 1，即有 dft=n-1。对于本例，m=1，n=10，

因此，dfr=1，dfe=n-m-1=8，dft=n-1=9。 
 
显然，三者的关系是： 

回归自由度＋剩余自由度＝总自由度 
 
第二列 SS 对应的是误差平方和，或称变差。 

 第一行为回归平方和或称回归变差 SSr，即有 

8542.748)ˆ(SSr
1

2 =−=∑
=

n

i
ii yy . 

它表征的是因变量的预测值对其平均值的总偏差。 
 第二行为剩余平方和（也称残差平方和）或称剩余变差 SSe，即有 

10676.16)ˆ(SSe
1

2 =−=∑
=

n

i
ii yy . 

它表征的是因变量预测值对其观测值的总偏差，这个数值越大，意味着拟合的效果越差，反

之则越好。上述的 y 的标准误差即由 SSe 给出。 
 第三行为总平方和或称总变差 SSt，也就是 

961.764)(SSt
1

2 =−=∑
=

n

i
ii yy . 

它表示的是因变量对其平均值的总偏差。容易验证 748.8542+16.10676=764.961，即有 
回归平方和＋剩余平方和＝总平方和 

或者 

Administrator
高亮

Administrator
高亮

Administrator
高亮

Administrator
高亮

Administrator
高亮

Administrator
高亮

Administrator
高亮

Administrator
高亮

Administrator
高亮



研究生地理数学方法（实习）           Part1   电子表格 Excel 

 13

SStSSeSSr =+ . 
而测定系数就是回归平方和在总平方和中所占的比重： 

978944.0
961.764

8542.748
SSt
SSr2 ===R 。 

这个数值越大，拟合的效果也就越好。 
第三列 MS 对应的是均方差，它是误差平方和除以相应的自由度得到的商。 

 第一行为回归均方差 MSr，即有 

8542.748
1
8542.748

dfr
SSrMSr === . 

这个数值越大，拟合的效果也就越好。 
 第二行为剩余均方差 MSe，即有 

013345.2
8

10676.16
dfe
SSeMSe === . 

这个数值越小，拟合的效果也就越好。 
第四列对应的是 F 值，用于线性关系的判定。对于一元线性回归，F 值的计算公式前面

已经给出 

2

2

1
*dfe
R
RF

−
= , 

式中 R2=0.978944，dfe=10-1-1=8，因此 

9453.371
978944.01
978944.0*8

=
−

=F . 

在方差分析表中，F 值等于回归均方差 MSr 与剩余均方差 MSe 的比值，即有 

9453.371
013345.2

8542.748
MSe
MSr

===F . 

第五列 Significance F 是 F 值对应的 P 值——回归 P 值，亦即线性关系的弃真概率。所

谓“弃真概率”就是线性关系为假的概率，显然 1-P 便是线性关系为真的概率。可见，P 值

越小，置信度也就越高。借助 F 分布函数 fdist，可以将 F 值转换为 Sig.值。在回归结果工

作表的任意单元格中输入公式“=FDIST(E12,B12,B13)”，立即得到 P 值（5.42E-08）。反过

来，借助 F 值查询函数 finv，可以将 P 值转换为 F 值。在任意单元格输入公式

“=FINV(F12,B12,B13)”，立即得到 F 值（371.945）。 
 

第三部分，回归系数表 
回归系数表包括回归模型的截距、斜率及其有关的检验参数等（图 1-3-5）。 
 

 

 
图 1-3-5 回归系数表 

 
第一列 Coefficients 对应的模型的回归系数，包括常数项即截距 a=2.356438 和斜率
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b=1.812921，由此可以建立回归模型 

ii xy 8129.13564.2ˆ += , 

或 

iii exy ++= 8129.13564.2 . 

式中 ei 表示残差的估计值。 

第二列为回归系数的标准误差（用 as 或 bs 表示），误差值越小，表明参数的精确度越高。

这个参数较少使用，只是在一些特别的场合出现。例如 L. Benguigui 等人在“When and where 

is a city fractal?”一文中将斜率对应的标准误差值作为分形演化的标准，建议采用 0.04 作为

分维判定的统计指标。 
不常使用标准误差的原因在于：其统计信息已经包含在后述的 t 检验中。 
第三列 t Stat 对应的是统计量 t 值，用于对模型参数的检验，需要查表才能决定。t 值是

回归系数与其标准误差的比值，即有 

a
a s

at
ˆ

= ，
b

b s
bt
ˆ

= . 

根据图 1-3-5 中的数据容易算出： 

289167.1
827876.1
356438.2

==at , 28588.19
094002.0
812921.1

==bt . 

对于一元线性回归，t 值可用相关系数或 F 值计算，公式前面已经给出。因此，F 值与

t 值都与相关系数 R 等价，当然 F 值与 t 值也等价。如前所述，F=t2，即有 

2228588.199453.371 tF === . 

可见，相关系数检验就已包含了 F 值和 t 值的信息，一元线性回归分析也就无需作 F 检验和

t 检验。但是，对于多元线性回归，F 检验和 t 检验都不可缺省。 
第四列 P value 对应的是参数的 P 值（双侧）。当 P<0.05 时，可以认为模型参数在 α=0.05

的水平上显著，或者置信度达到 95%以上；当 P<0.01 时，可以认为模型参数在 α=0.01 的水

平上显著，或者置信度至少达到 99%……。P 值检验与 t 值检验是等价的，但 P 值不用查表，

故要方便得多。 
借助 t 分布函数 tdist 可以将 t 值全部转换为 P 值。如图 1-3-1 所示，在 J17 单元格输入

公式“=TDIST(D17,$B$13,2)”，回车，立即得到截距对应的 P 值 0.233；抓住 J17 单元格右

下角下拉至 J18 单元格，立即得到斜率对应的 P 值“5.420E-08”。反过来，利用 t 值查询函

数 tinv 可以将 P 值转换为 t 值。在 K17 单元格输入公式“=TINV(E17,$B$13)”，回车，立即

得到截距对应的 t 值 1.289；双击 K17 单元格右下角，立即得到斜率对应的 t 值“19.286”。 
第五－六列给出置信度为 95%的回归系数的误差上限和下限（误差界限）。参数置信区

间的计算公式为 

)(ˆ
1, jmnj bstb −−± α , 

式中 jb̂ 表示回归系数，j 为回归系数的编号，s(bj)为回归系数对应的标准误差，tα, n-m-1 为 t

检验的临界值。对于一元线性回归，截距的置信区间为 

amn sta 1,ˆ −−± α , 
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斜率的置信区间为 

bmn stb 1,
ˆ

−−± α . 

在我们的例子中， 356438.2ˆ =a ， 812921.1ˆ =b ， 827876.1=as ， 094002.0=bs ，只要从

表中查出临界值 1, −−mntα ，就可以计算参数的置信区间。借助函数 tinv(α, n-m-1)在 Excel 中可

以方便计算临界值。键入“=tinv(0.05, 10-1-1)”，回车，立即得到 8,05.0t =2.306006。容易验算： 

amn sta 1,ˆ −−− α =-1.85865, amn sta 1,ˆ −−+ α =6.57153; 

bmn stb 1,
ˆ

−−− α =1.59615, bmn stb 1,
ˆ

−−+ α =2.02969. 

可以看出，在 α=0.05 的显著水平上，截距的变化上限和下限为-1.85865 和 6.57153，即有 
57153.685865.1 ≤≤− a , 

斜率的变化极限则为 1.59615 和 2.02969，即有 
02969.259615.1 ≤≤ b . 

第七－八列将根据图 1-2-4 设定的置信度给出回归系数的误差界限。我们在进行回归运

算的时候，默认系统的置信度为 1-α=95%。假定在图 1-2-4 中将置信度设为 99%，即取显著

性水平为 α=0.01，则回归结果给出两套参数估计值的上下界。第一套标志为英文（五、六

列），对应于仍然是 95%的置信度；第二套标志为中文（七、八列），对应的则是 99%的置

信度。 
 
第四部分，残差输出结果 
这一部分为选择输出内容，如果在“回归”分析选项框中没有选中有关内容，则输出结

果不会给出这部分结果。 

残差输出中包括观测值序号（第一列，用 i 表示），因变量的预测值（第二列，用 iŷ 表

示），残差（第三列，用 ei 表示）以及标准残差（图 1-3-6）。 
 

 

图 1-3-6 残差输出和概率输出结果 
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预测值是用回归模型 

ii xy 8129.13564.2ˆ +=  

计算的结果，式中 xi 即原始数据的中的自变量。从图 1-1-1 可见，x1=15.2，代入上式，得 

11 8129.13564.2ˆ xy += 91284.292.15*8129.13564.2 =+= 。 

其余依此类推。 
残差 ei 的计算公式为 

iii yye ˆ−= . 

从图 1-1-1 可见，y1=28.6，代入上式，得到 

31284.191284.296.28ˆ111 −=−=−= yye . 

其余依此类推。 
如果显著性水平定位 0.05，原则上要求 95%的残差点列落入 2 倍的正负标准误差带内，

标准差为 1.337774，残差点列应该在±2*1.337774 之间，本例的残差数据满足这个要求。残

差的分布规律通过标准残差更容易直观地看出。标准残差标准差为 1，二倍的标准差当然就

是 2 了，标准残差的数值原则要求处于-2～2 之间。 
标准残差即残差的数据标准化结果，借助均值命令 average 和标准差命令 stdev 容易验

证，残差的算术平均值为 0，标准差为 1.337774。利用求平均值命令 standardize（残差的单

元格范围，均值，标准差）立即算出图 1-3-6 中的结果。当然，也可以利用数据标准化公式 

)var(
*

i

i
i z

zz
z

−
=

i

i zz
σ
−

=  

逐一计算。 
将残差平方再求和，便得到残差平方和即剩余平方和： 

10676.16)ˆ(
1

2

1

2 =−== ∑∑
==

n

i
ii

n

i
i yyeSSe . 

利用 Excel 的求平方和命令 sumsq 容易验证上述结果。 
 

第五部分，概率输出结果 

在选项输出中，还有一个概率输出（Probability Output）表（图 1-3-6）。第六列是按等

差数列设计的百分比排位（percentile），这个序列的计算公式是 

)
2
1(100100*

2
12

nn
k

n
k

−=
−

百分比排位＝ , 

式中 k=1,2,…, n 为自然数构成的样品位序，n 为样品数目。对于我们的例子，n=10， 
k=1,2,…,10。因此，百分比位序为 5, 15, …, 95。 

第七列则是因变量原始数据的自下而上排序（即从小到大）结果——选中图 1-1-1 中的

第三列（C 列）数据，用鼠标点击自下而上排序按钮 ，立即得到图 1-3-6 中的第七列数值。

当然，也可以沿着主菜单的“数据(D)→ 排序(S)”路径，打开数据排序选项框，进行数据

排序。 
概率输出表需要借助图形才能进行有效分析。 
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1.3.2 残差图的解析 

回归结果中的图形包括残差图、线性拟合图以及正态概率图三种坐标图，下面注意解释。 
（1）残差图（residual plot）：以最大积雪深度 xi为横轴，以残差 ei 为纵轴，作散点图，

可得残差图（图 1-3-7）。这个图与 Excel 自动给出的残差图形完全一样：在图 1-3-7 的“残

差”选项中选中“残差图”，将在回归结果中自动生成此图。 

最大积雪深度（米） Residual Plot

-3

-2

-1

0

1

2

3

0.0 5.0 10.0 15.0 20.0 25.0 30.0

最大积雪深度（米）

残
差

 
a 残差图 

最大积雪深度（米） Residual Plot

y = 7E-16x - 7E-15

R2 = 7E-30

-3

-2

-1

0

1

2

3

0.0 5.0 10.0 15.0 20.0 25.0 30.0

最大积雪深度（米）

残
差

 
b 添加趋势线后的残差图 

图 1-3-7 残差图 
 
残差点列的分布越是没有趋势、没有规则，越是具有随机性，回归的结果就越是可靠。

在图中添加趋势线并显示公式和 R 平方值，可见各种参数都近乎为 0，这是残差没有趋势的

定量判据之一。 
 

（2）线性拟合图：用最大积雪深度 xi 为横轴，用灌溉面积 yi及其预测值 iŷ 为纵轴，作

散点图，可得线性拟合图（图 1-3-8）。这个图与 Excel 自动给出的线性拟合图也是一样的：

在图 1-2-3 的“残差”选项中选中“线性拟合图”，将在回归结果中自动生成此图。 

预测值点列（水红色方点）与原始数据点列（深蓝色菱点）匹配的效果越好，表明拟合
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的效果越好。将代表预测值的方点连接起来，就可得到回归趋势线。 

最大积雪深度（米） Line Fit  Plot
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图 1-3-8 线性拟合图 

 
（3）正态概率图：用图 1-3-6 中最右边两列数据——百分比排位和最大灌溉面积排序

结果——作散点图，可以得到 Excel 所谓的正态概率图（图 1-3-9）。这个图形与 Excel 自动

给出的结果一样：在图 1-2-3 的“正态分布”选项中选中“正态概率图”，将在回归结果中

自动生成此图。 

 

Normal Probability Plot
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图 1-3-9 正态概率图 

 

图中点列分布应该接近于一条直线（确定型数据），或者围绕对角线呈现 S 形分布（随

机型变量）。当数据是有序递增或者递减序列（单调增加或者单调减少），正态概率图的点列

为直线分布，这意味着研究对象适合于线性模型的拟合。但是，对于随机变量，正态概率图

应该围绕对角线表现为奇对称的 S 形分布。如果数据点严重偏离对角线，分布于对角线的

一侧，则有如下可能：其一，数据取样不足，应该考虑增加样品；其二，因变量不是随机变

量，没有典型或者特征尺度；其三，变量具有非线性性质，不宜采用线性模型拟合。经验表

明，第二、第三两种情况经常同时出现。 
补充几点说明如下。第一，多元线性回归与一元线性回归结果相似，只是变量数目 m
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≠1，F 值和 t 值等统计量与 R 值也不再等价,因而不能直接从相关系数计算出来。第二，利

用 SPSS 给出的结果与 Excel 也大同小异。当然，SPSS 可以给出更多的统计量，如 DW 值。

在表示方法上，SPSS 也有一些不同，例如 P Value（P 值）用 Sig.（显著性）代表，因为二

者等价。也存在不少差别，例如正态概率图的表示方法。只要能够读懂 Excel 的回归摘要，

就可以读懂 SPSS 回归输出结果的大部分内容。第三，关于图像的详细分析，可以参阅有关

资料，下面以残差分析为例进行说明进一步的图像分析。 
首先，考察残差点列是否有 95%以上落入 2 倍的标准误差带内。对于本例，样本点较

少，直接看标准误差数值即可。如果样本点很多，数点的方法就行不通了，最好作图观察。

以自变量或者观测值序号为横坐标，以标准残差为纵坐标，作散点图。只要绝大多数散点落

入-2～2 范围内，就认为残差的变化范围没有问题。下面是以观测值序号为横轴、以标准残

差为纵轴画出的散点图，可以看到标准残差 100%落入二倍的标准误差带（图 1-3-10a）。 
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标
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a 标准残差图 
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b 残差图 

图 1-3-10 残差图和标准残差图 
 
当然，也可以借助函数 stdev 计算出非标准残差的标准差，然后将正负的二倍标准误差

添加到非标准化残差图中，效果一样，但作图过程要麻烦一些（图 1-3-10b）。 
其次，考察残差分布是否服从正态规律，为此要求作出残差频率分布的柱形图。首先，
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借助函数 max 和 min 找出标准残差的最大值和最小值，然后在最大值和最小值之间划分出

适当的间距，考察落入各种间距范围内的残差点的数目，用这个数值除以样品数，就是残差

落入一定范围内的频率。间距不宜太大，否则看不出残差分布规律；也不可太小，否则将会

有很多间距范围内为 0。对于本例，由于标准化残差都位于-2～2 之间，不妨从-2 到 2 划分

间距，间隔取0.5。为了快速算出每个间隔内出现了多少残差点，可以借助频数函数 frequency。
其语法是：frequency(残差点的单元格范围，间距数的单元格范围)。对于如图 1-3-11 所示的

数据，选定与间距数相同的单元格范围，输入公式“=FREQUENCY(D25:D34,A37:A45)”，
然后同时按下 Ctrl＋Shift＋Enter 键，立即得到各个间距的残差点频数，容易检验其总和为

样品数，即 n=10（图 1-3-12）。 

 

图 1-3-11 计算残差点的分布数 
 
用各个间距内的残差点数除以样本数，得到频率。作为对照，借助标准正态概率密度分

布公式 

2

2

2
1)(

x

exf
−

=
π

 

计算正态分布参考值（图 1-3-12）。考虑到概率密度离散分布的归一性，不妨在函数前面乘

以 1/2。当然，更精确的做法是对借助正态分布数据进行归一化处理。 
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图 1-3-12 残差概率分布及其预期值的各种计算结果 

 
以间距为横坐标，以频率为纵坐标，作出柱形图（图 1-3-12a）。作为参照，可以通过自

定义类型中的线柱图作图法在坐标图中添加正态分布参考线（图 1-3-13b）。 
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a 残差的频率分布图 
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b 添加参考线的残差频率图 

图 1-3-13 残差分布的概率密度柱形图 
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用实测残差频率计算累计值，用基于标准正态曲线计算的参考值计算预期累计频率，然

后以实测累计频率为横轴，以预期累计频率为纵轴，画出坐标图，图中的散点越是趋近于对

角线，表明残差越是接近正态分布（图 1-3-14）。 

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

0 0.5 1

观测累计频率

预
期

累
计

频
率

正态累计频率

观测累计频率

 
图 1-3-14 实测累计残差－预期累计残差坐标图 

 
由于样本太小，本例的残差正态分布规律不明显，但与标准正态曲线对照可以看出，基

本的钟形对称特征还可以有所显示的。顺便说明，这里给出的残差频率分布图及其累计对照

图与 SPSS 给出的标准残差频率分布柱形图（histogram）以及正态概率图，在原理上是一样

的。不过 SPSS 在对残差进行标准化的过程中，进行了一些技术性的处理，与 Excel 给出的

标准残差不一样，并且计算频率的间隔取法与本例也稍有差别，故其图形显示形态与图

1-3-13、图 1-3-14 不尽一致。 

§1.4 预测分析 

除了 DW 检验之外，各种统计检验都可以通过。由于样本点不足，DW 检验不能十分

肯定地下结论。从残差图看来，模型的序列似乎并非具有较强的自相关性，因为残差分布比

较随机。因此，可望利用上述模型进行预测分析。现在假定：有人在 1981 年初（约为早春）

测得最大积雪深度为 27.5 米，他怎样预测当年（约为夏季）的灌溉面积？ 
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图 1-4-1 数据预备 
 

下面给出 Excel2000 的操作步骤： 
（1）数据预备：在图 1-2-6 所示的回归结果中，复制回归参数（包括截距和斜率），然

后粘贴到图 1-1-1 所示的原始数据附近；并将 1981 年观测的最大积雪深度 27.5 写在 1980 年

之后（图 1-4-1）。 
（2）构造计算式：将光标至于图 1-4-1 所示的 D2 单元格中，按等于号“＝”，点击 F2

单元格（对应于截距 a=2.356…），按 F4 键——将相对单元格变成绝对单元格，按加号“＋”，

点击 F3 单元格（对应于斜率 b=1.812…），按 F4 键——将相对单元格变成绝对单元格，按

乘号“*”，点击 B2 单元格（对应于自变量 x1），于是得到表达式“=$F$2+$F$3*B2”（图 1-4-2）,
相当于表达式 

11 *ˆ xbay += , 

回车，立即得到 9128.29ˆ1 =y ，即 1971 年灌溉面积的计算值。 

 
a 输入公式 

 

b 给出结果 

图 1-4-2 根据回归模型构造计算式 
 
（3）给出预测值：将十字光标置于 D2 单元格的右下角，当粗十字变成细十字填充柄

以后，按住鼠标左键，双击，或者往下一拉，各年份的灌溉面积的计算值立即出现，其中

1981 年对应的 D12 单元格的数字 52.212 即我们所需要的预测数据，即有 
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212.52ˆ11 =y  

千亩（图 1-4-3）。 

 

图 1-4-3 全部计算值包括预测值 
 

（4）更多的预测：进一步地，如果可以测得 1982 年及其以后各年份的数据，输入单元

格 B13 及其下面的单元格中，在 D13 及其以下的单元格中，立即出现预测数值。例如，假

定 1982 年的最大积雪深度为 x12=23.7 米，可以算得 323.45ˆ12 =y 千亩；假定 1983 年的最大

积雪深度为 x13=15.7，容易得到 819.31ˆ13 =y 千亩。其余依此类推（图 1-4-4）。 

 
图 1-4-4 更多的预测结果（1981－1985） 

 

实际上，对于本例，预测主要是针对当年。因为我们只有在当年早春，或者前年冬、当

年春的冬春之交观测出最大积雪深度，才能借助模型计算当年的春夏之交或者夏季的冰雪融

水灌溉面积。对于此后的积雪深度我们无法预知，除非借助更多的时间序列预测方法首先预

测出今后的积雪深度。 
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（5）快速预测计算：在 Excel 中，有一个函数可以用于基于线性关系的快速预报分析，

那就是 forecast，语法为：forecast(x, known_y’s, known_x’s)。式中 x 为需要预测的数据点对

应的自变量（已知值），known_y’s 为因变量数组或者数据区域，known_x’s 为自变量数组或

者数据区域。给定 x=27.5，对于如图 1-1-1 所示的数据分布，函数的具体表达如下图所示（图

1-4-5）。回车，立即得到 y=52.212，与前面的结果完全一样。 

 
a 输入公式 

 
b 预测结果 

图 1-4-5 利用预测函数进行快速计算的函数表达 
 
那么，这是否意味着，如果仅仅进行线性趋势预测，不必如此繁琐地建立模型和开展回

归分析呢？显然不是。预测函数 forecast 的内嵌原理，正是上面介绍的模型预测计算过程，

不过是将整个计算过程公式化了。如果我们不掌握上述建模预测方法，就根本不明白 forecast
的基本内涵。现在我们不仅知道 forecast 的基本原理，而且知道它仅能用于线性预测。 

我们进行简单的建模练习，主要是为了掌握有关的知识和技巧，为今后完成更为复杂的

研究任务奠定基础。 
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第 2 章 多元线性回归分析 

多元线性回归分析是一元线性回归分析的推广，或者说一元线性回归分析是多元线性回

归分析的特例。掌握了一元线性回归分析，就不能学习多元线性回归分析方法了。利用Excel
进行多元线性回归与一元线性回归的过程大体相似，操作上有些细节方面的微妙差别。不过，

对于多元线性回归，统计检验的内容相对复杂。下面以一个简单的实例予以说明。 
【例】某省工业产值、农业产值、固定资产投资对运输业产值的影响分析。通过产值的

回归模型，探索影响交通运输业的主要因素。我们想要搞清楚的是，在工业、农业和固定资

产投资等方面，究竟是哪些因素直接影响运输业的发展。数据来源于李一智主编的《经济预

测技术》。原始数据来源不详。 

§2.1 多元回归过程 

2.1.1 常规分析 

在 Excel 中，多元线性回归大体上可以分为如下几个步骤实现。 
第一步，录入数据。结果如下图所示（图2-1-1）。 

 
图 2-1-1 录入的原始数据 

 
第二步，计算过程。比较简单，分为如下若干个步骤。 
（1）打开回归对话框。沿着主菜单的“工具（T）”→“数据分析（D）…” 路径打开



研究生地理数学方法（实习）            Part1   电子表格 Excel 

 27

“数据分析”对话框，选择“回归”，然后“确定”，弹出“回归”分析选项框，选项框的各

选项与一元线性回归基本相同（图2-1-2）。具体说明如下。 
（2）输入选项。首先，将光标置于“Y值输入区域（Y）”中。从图2-1-1所示的F1单元

格起，至F19止，选中用作因变量全部数据连同标志，这时“Y值输入区域（Y）”的数据区域

中立即出现“$F$1:$F$19”。 

 
图2-1-2 回归分析选项框 

 
图 2-1-3 设置完毕后的回归选项框（包括数据标志） 
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然后，将光标置于“X值输入区域（X）”中。从图2-1-1所示的C1单元格起，至E19止，

选中用作自变量全部数据连同标志，这时“X值输入区域（X）”中立即出现“$C$1:$E$19”
——当然，也可以直接在“X值输入区域（X）”中手动输入地址为“$C$1:$E$19”的单元格

范围。 
注意，与一元线性回归的设置一样，这里数据范围包括数据标志“工业产值x1”、“农业

产值x2”、“固定资产投资x3”和“运输业产值y”。因此，选项框中一定选中“标志”项（图

2-1-3）。如果不设“标志”项，则“X值输入区域（X）”的对话框中应为“$C$2:$E$19”，“Y
值输入区域（Y）”的对话框中则是“$F$2:$F$19”。否则，计算结果不会准确。 

完成上述设置以后，确定，立即给出回归结果。由于这里的“输出选项”选中了“新工

作表组（P）”（图2-1-3），输出结果在出现在新建的工作表上（图2-1-4）。 
 

 
图 2-1-4 第一次回归结果（局部） 

 
第三步，结果解读。这一步与一元线性回归也没有太大差别。 

（1）读出回归系数，建立模型。从图2-1-4所示的“输出摘要（SUMMARY OUTPUT）”
中可以读出截距a，以及三个回归系数b1、b2和b3，对应于三个变量工业产值x1、农业产值x1、

固定资产投资x2。数值如下 

0044.1−=a , 053326.01 =b , 00402.02 −=b , 090694.03 =b . 
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于是得到模型 

321 0907.00040.00553.00044.1ˆ xxxy +−+−= . 

（2）读出主要统计量，预备统计检验或者开展模型特征的初步分析。相关系数和相关系

数平方如下 

994296.0=R , 988625.02 =R . 

更稳妥地，可以考察采用校正相关系数平方。 
标准误差如下 

335426.0=s . 
考虑到y的平均值5.559444，容易计算变异系数 

06.0
559444.5
335426.0

==
y
s

. 

数值小于0.1，可以接受。 
总体回归的F统计量为 

5799.405=F , 
大于显著性水平为α=0.05时的临界值F0.05,3,14=3.344，也大于显著性水平为α=0.01时的临界值

F0.01,3,14=5.564。因此，F值没有问题。 
回归系数的t统计量为 

940648.21 =bt , 28629.02 −=bt , 489706.33 =bt . 

其中农业产业的t统计量的绝对值小于时的临界值t0.05, 14=2.145。为了明确起见，不妨将t统计

量添加到线性回归模型里面，得到 

3.490          0.286-        941.2       561.1    
0907.00040.00553.00044.1ˆ 321

值t
xxxy +−+−=

. 

与t统计量等价的时P值。P小于0.05，表明回归系数的置信度达到95％以上，相应的t检验在显

著性水平为α=0.05时可以通过；P小于0.01，表明回归系数的置信度达到99%以上，相应的t
检验在显著性水平为α=0.01时可以通过。其余依此类推。为了简明，可以将P值添加到线性回

归模型里面，得到 

0.004          0.779         011.0       140.0   
0907.00040.00553.00044.1ˆ 321

值P
xxxy +−+−=

. 

对于线性回归模型，截距的检验可以放松。原因在于：其一，截距代表某种初始值或者平均

值，所含信息不多；其二，一般说来，截距代表的初始值可能处于某种规律覆盖的范围之外。 
根据残差数据，不难计算DW值，方法与一元线性回归完全一样，结果为DW=1.853。在

显著性水平为α=0.05、回归自由度为m=3时，DW检验的临界值上下界分别为dl=0.93的、

du=1.69。可见，DW检验没有问题。 
（3）模型问题诊断。上述模型存在如下问题。 
其一，农业产值x2的回归系数b2的符号与事理不符。回归系数为负号，意味着农业越是发
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展，交通运输业越是受到负面影响。这在道理上是不通的。按理说，农业增长应该引起交通

运输业的进一步发展才对。 

其二，回归系数b2的t检验不能通过。回归系数的P值高达0.779，置信度只有20%左右，

这就有问题了。 

其三，回归系数b2的绝对值偏小。 

可以判定，自变量之间可能存在多重共线性问题。 

2.1.2 偏相关系数的计算和分析 

在具有多重共线性的线性回归问题中，偏相关系数（partial correlation coefficient）在进行

变量取舍判断时具有一定的参考价值。Excel不能直接给出偏相关系数，但借助有关的函数或

命令，可以方便地算出偏相关系数。计算公式为 

yyjj

jy
yx cc

c
R

j

−
= , 

这里 yx j
R 为第j个自变量与因变量y之间的偏相关系数，c为相关系数矩阵的逆矩阵中对应的元

素。以三个自变量为例，简单相关系数矩阵可以表作 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

yyyyy

y

y

RRRR
RRRR
RRRR
RRRR

C

321

32333231

2232221

1131211

. 

假定C的逆矩阵为 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=−

yyyyy

y

y

cccc
cccc
cccc
cccc

C

321

32333231

2232221

1131211

1 . 

则第一个自变量与因变量之间的偏相关系数为 

yy

y
yx

cc

c
R

11

1
,1

−
= , 

第二个自变量与因变量之间的偏相关系数为 

yy

y
yx

cc

c
R

22

2
,2

−
= , 

第三个自变量与因变量的偏相关系数为 

yy

y
yx

cc

c
R

33

3
,3

−
= . 
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有了上述公式，可以借助计算矩阵行列式的函数mdeterm计算逆矩阵，然后计算偏相关系数。

最快速的办法是利用矩阵求逆函数minverse。具体工作可以由以下几个步骤完成。 
 

第一步，计算相关系数 
相关系数可以借助命令correl或者pearson逐一计算。为了直观和便捷，不妨给出相关系数

矩阵。首先，沿着“工具（T）→数据分析（D）”的路径，从工具箱的“数据分析”对话框

中选择“相关系数”（图2-1-5）。 

 
图 2-1-5 从“数据分析”选中“相关系数” 

 
然后，根据图2-1-1所示的数据分布的单元格范围，在“相关系数”对话框中进行如下设

置（图2-1-6）。注意：“输入区域（I）”中包括自变量和因变量覆盖的数据范围，包括数据标

志，并且我们是逐列计算。 

 
图 2-1-6 相关系数选项框的设置 

 
确定以后，得到相关系数矩阵。由于相关矩阵是对称的，Excel只给出了下三角部分（图

2-1-7）。容易根据对称性将上三角部分填补起来（图2-1-8）。 
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图 2-1-7 相关系数矩阵（不含上三角） 

 
第二步，计算逆矩阵 
借助函数minverse，非常容易得到相关系数矩阵的逆矩阵。Minverse的语法如下：

Minverse(Array)。Array为行数和列数相等的数组。具体到我们的问题，则是先选中一个4×4
的数值区域，然后键入“=minverse()”，再然后将光标置于括号中，选中相关的数据——注意

不含标志（图2-1-8）。同时按下Ctrl键和Shift键，回车，立即得到逆矩阵（图2-1-9）。 

 

 

图 2-1-8 补充后的相关系数矩阵及其逆矩阵计算的函数表示 

 
图 2-1-9 相关系数的逆矩阵（关键数值加粗） 

 
第三步，计算偏相关系数 
有了逆矩阵，就非常容易借助上述公式计算偏相关系数。工业产值x1与运输业产值y的偏

相关系数为 

618.0
909985.87*961202.76

82633.50

11

1
,1

==
−

=
yy

y
yx

cc

c
R ; 

农业产值x2与运输业产值y的偏相关系数为 
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076.0
909985.87*12487.24

5134401.3

22

2
,2

−=
−

=
−

=
yy

y
yx

cc

c
R ; 

固定资产投资x3与运输业产值y的偏相关系数为 

682.0
909985.87*17112533.40

53184.40

33

3
,3

==
−

=
yy

y
yx

cc

c
R . 

 
第四步，偏相关系数分析 
偏相关系数是假定在一个模型中其他变量不变的情况下，一个自变量与因变量的相关性。

从图2-1-7所示的计算结果可以看出，农业产值与运输业产值的简单相关系数很高，且为正值

（0.965）。但是，在多元线性回归模型中，SPSS给出的偏相关系数很小且为负（-0.076）。 
这就是说，单就相关性而言，农业产值与运输业产值肯定是高度正相关的；但是，在模

型中，偏相关系数却“说”农业产值对运输业的贡献很小且为负。这是相互矛盾的。究其根

源，可能是因为农业产值与其他变量具有相关性，因为共线性导致模型回归系数及其检验参

量失真。也可能属于如下情况，农业对运输业的贡献可能是间接的，是通过其他产业部门如

工业发生影响。 
一言以蔽之，农业产值与运输业产值的偏相关系数暗示两个问题：一是数值太小，表明

相关性很低，从而意味着它在线性回归模型中的地位不重要；二是数值为负，表明负相关。

这两种情况都与简单相关系数反映的情况不一致，与我们对现实世界的认识也不尽相符。这

是违背常理的计算结果——农业发展反而导致运输业滞缓。 
由此可见，偏相关系数反映的信息与回归系数和t值（或者P值）给出的结果彼此呼应。 

§2.2 多重共线性分析 

2.2.1 共线性判断 

根据上面的回归参数和相应统计量的初步考察可以判定，模型中存在自变量共线性问题。

有必要对模型中的自变量进行多重共线性判断，然后调整模型的结构。为了分析多重共线性

问题，有必要计算出各个自变量对应的容忍度（Tol）和方差膨胀因子（VIF）。计算方法如下。 

 

(1) 逐步计算 
第一步，以工业产值（x1）为因变量，以农业产值（x2）和固定资产投资（x3）为自变量，

基于如下模型进行多元线性回归 

321 bxaxCx ++= , 

从回归结果摘要（Summary Output）的“回归统计”中，可以读到复相关系数（R）的平方值（R 
Square）为R2=0.97898（图2-2-1），于是得到容忍度 

02102.097898.011 2
1 =−=−= RTol , 

相应地，方差膨胀因子为 
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5753.4702102.0/1/1 11 === TolVIF . 

 
图 2-2-1 多重共线性分析的回归统计摘要（Tol 和 VIF 为手动计算结果） 

 
第二步，以农业产值（x2）为因变量，以工业产值（x1）和固定资产投资（x3）为自变量，

基于如下模型进行多元线性回归 

312 bxaxCx ++= . 

从回归结果摘要的“回归统计”中，可以读到复相关系数（R）的平方值为R2=0.95831，由此

得到容忍度 

04169.095831.011 2
2 =−=−= RTol , 

相应地，方差膨胀因子为 

9845.2304169.0/1/1 13 === TolVIF . 

第三步，以固定资产投资（x3）为因变量，以工业产值（x1）和农业产值（x2）为自变量，

基于如下模型进行多元线性回归 

213 bxaxCx ++= , 

从回归结果摘要的“回归统计”中，可以读到复相关系数（R）的平方值为R2=0.95345，于是得

到容忍度 

04655.095345.011 2
3 =−=−= RTol , 

相应地，方差膨胀因子为 

4835.2104655.0/1/1 13 === TolVIF . 

(2) 矩阵计算 
 

利用矩阵函数，可以非常方便地计算出VIF值，进而算出Tol值。首先，借助数据分析的

相关系数计算功能，利用前面说明的方法计算自变量的相关系数矩阵（图2-2-2）；然后，借

助矩阵求逆函数minverse计算相关系数矩阵的逆矩阵（图2-2-3）。可以看出，这个逆矩阵的对

角线上的元素，就是相应的VIF值。利用矩阵运算，远比逐步计算的效率高。 
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图 2-2-2 自变量的相关系数矩阵 

 

 
图 2-2-3 相关系数矩阵的逆矩阵 

 
根据上面的计算结果可以看到，所有的VIF值都大于经验上的检验标准（VIF=10）。其中

工业产值（x1）对应的VIF值最大，这意味着它与其他变量的共线性最强；农业产值（x2）对

应的VIF值为次大，固定资产投资（x3）对应的VIF值相对最小。但是，考虑到回归系数的合

理性，首先应该考虑到剔除农业产值，用剩余的变量进行多元线性回归。 

2.2.2 剔除异常变量 

剔除异常变量x2（农业产值），用剩余的自变量x1、x3与y回归（图2-2-4），回归步骤自然

是重复上述过程（参见图2-2-5），最后给出的回归结果如下（图2-2-6）。 
从图2-2-6中容易读出回归系数估计值和相应的统计量： 

89889.0−=a , 051328.01 =b , 091229.03 =b ; 

994263.0=R , 988558.02 =R ; 

324999.0=s ; 
973.647=F ; 

200968.41 =bt , 632285.33 =bt . 

根据上述结果，建立二元回归模型如下： 

0029.0          001.0      099.0   
0912.00513.08989.0 31

值P
xxy ++−=

, 

利用残差或者标准残差容易算出，DW 值约为 1.769。在显著性水平为 α=0.05、回归自由度为

m=2 时，DW 检验的临界值上下界分别为 dl=1.05 的、du=1.53。 
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图 2-2-4 剔除异常变量“农业产值（x2）” 

 

 
图 2-2-5 第二次回归分析的变量设置 
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显然，相对于第一次回归结果，回归系数的符号正常，检验参数F值提高了，标准误差s
值降低了，t值检验均可通过。相关系数R有所降低，这也比较正常——一般来说，增加变量

数目通常提高复相关系数，减少变量则降低复相关系数。 

 

图 2-2-6 剔除“农业产值”后的回归结果 
 

对与二变量线性回归，可以利用如下公式计算偏相关系数： 

)1)(1( 22
313

3121

1

xxyx

xxyxyx
yx

RR

RRR
R

−−

−
= （这里假定x3i固定不变） 

)1)(1( 22
311

3113

3

xxyx

xxyxyx
yx

RR

RRR
R

−−

−
= （这里假定x1i固定不变） 

首先应该计算相关系数矩阵，得到新一轮的相关系数表（图2-2-7），方法如前所述。 
 

 
图 2-2-7 新的相关系数表 

 
从图中可以读出简单相关系数值 

976.0
31
=xxR , 989.0

1
=yxR , 987.0

3
=yxR . 

将这些数值代入上述偏相关系数计算公式，立即得到 
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735.0
1
=yxR , 684.0

2
=yxR . 

当然，也可以借助逆矩阵进行计算，方法也是如前所述。结果表明，工业产值和固定资产投

资与运输业产值的偏相关系数相差不大，且没有异常相关。 
最后，利用剩余的两个自变量工业产值（x1）和固定资产投资（x3）进行共线性分析。对

于两个自变量，共线性诊断非常简单，只要需要估计出工业产值（x1）和固定资产投资（x3）

的相关系数平方值R2=0.95321，立即算出 Tol=1-R2=0.04679，于是VIF=1/Tol=21.3725>10。可

见，在一定程度上，共线性问题并未完全消除。 

2.2.3 剔除 VIF 最大变量 

从前面的计算结果可以看到，当我们引入全部的三个自变量是，工业产值对应的VIF值最

大（图2-2-3）。作为尝试，不妨剔除异常变量x1（工业产值），用剩余的自变量x2、x3与y回归，

看看结果如何（图2-2-9）。从图2-2-9中容易读出各种参数如下： 

796203.0=a , 0266.02 =b , 144652.03 =b ; 

990757.0=R , 981599.02 =R ; 

412154.0=s ; 
0764.400=F ; 

302244.21 =bt , 396159.63 =bt  . 

 
图 2-2-9 剔除“工业产值”后的回归结果 

 
相对于第一次和第二次回归结果，回归系数的符号正常，但检验参数F值降低了，标准误
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差s值提高了，t值检验均可通过，相关系数R有所降低。比较而言，这一次的P值似乎更为合

理，回归系数估计值没有任何难以理解之处。根据上述结果，建立二元回归模型如下 

000.0          036.0    005.0   
1447.00266.07960.0 32

值P
xxy ++=

 

借助剩余的两个自变量农业产值（x1）和固定资产投资（x3）进行共线性分析，计算得到

R2=0.90719，Tol=0.09281，VIF=10.7747≈10。可见，共线性问题大体上消除了。 
计算偏相关系数可知，农业产值与运输业的偏相关系数为 0.511，固定资产投资与运输业

的偏相关系数为 0.855，差别较大。利用残差或者标准残差容易算出，DW 值约为 1.068。在

显著性水平为 α=0.05、回归自由度为 m=2 时，DW 检验的临界值上下界分别为 dl=1.05 的、

du=1.53；在显著性水平为 α=0.01、回归自由度为 m=2 时，DW 检验的临界值上下界分别为

dl=0.80 的、du=1.26。DW 检验不能有效通过。可见，如果仅仅考虑共线性问题，应该排除工

业产值；但是，如果综合考虑各种统计指标，则应该排除农业产值。 

§2.3 借助线性回归函数快速拟合 

2.3.1 直接的公式运算 

利用线性拟合函数linest可以对模型参数即重要的统计量进行快速估计。线性拟合函数的

语法如下 

)statsconst,s,known_x's,known_y'(LINEST  

这里，known_y’s表示因变量y对应的已知数据集合，known_x’s表示自变量x对应的已知数据

集合，const和stats为逻辑值，只能取true或者false，const的默认值为true（这时可以得到正常

估计的截距，否则截距为0），stats的默认值为false（这时仅仅给出回归系数，否则会给出斜

率和必要的统计参量）。上述函数可以直接键入，也可以从“编辑栏”中调出函数。相对于直

接键入的函数而言，从编辑栏里调出的函数更为直观，其优点是视野开阔，便于初学者把握。

下面具体说明。 
第一步，选择数值区域。在工作表中选中一个5*(m+1)的空白区域——即5行×（m+1）

列，这里m为自变量数据。本例有3个自变量，故空白区域为5*4（图2-3-1）。 
 

 
图 2-3-1 linest 占用的空白区域 

 
第二步，输入计算公式。在命令linest后面的括号中键入表示变量范围的参数和有关统计

要求的参数（图2-3-2）。根据图2-1-1所示的数据排列，完整的函数表达为 

“=LINEST(F2:F19,C2:E19,TRUE,TRUE)”。 
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图 2-3-2  linest 的函数表达式 

 
注意，定义数据分布范围的时候，不要考虑数据标志。 

第三步，获取结果。左手按住Ctrl+Shift健，右手揿Enter健，立即得到模型拟合结果（图

2-3-3）。 
 

 
图 2-3-3 线性拟合结果 

 
第四步，结果解读。对比图2-3-3与图2-1-4，不难判读上述结果。在图2-3-3所示的回归结

果中，第一行为回归系数——回归系数的排列顺序从左到右依次为：b3、b2、b1和常数项a。
具体说来 

09069.03 =b , 00402.02 −=b , 053326.01 =b , 004403.1−=a . 

第二行为回归系数对应的标准误差 

02599.03 =bSe , 014029.02 =bSe , 018814.01 =bSe , 6431563.0=aSe . 

第三行为测定系数（R square）和模型拟合的标准误差 

98862.02 =R , 335426.0=s . 

 

第四行为F值和剩余自由度 

58.405=F , 14=df . 
第五行为回归平方和和剩余平方和。即 

896.136=SSr , 575144.1=SSe . 
根据上述数值计算结果可以建立模型并开展统计检验分析。 

2.3.2 利用线性回归函数对话框 

上面的第二步有些似乎抽象，为了直观起见，可以调出回归函数对话框。沿着主菜单的

“插入（I）”→“fx函数（F）…”路径打开“插入函数”选项框；也可以直接在状态栏单击
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函数图标fx，弹出插入函数选项框（图2-3-4）。 

 

图 2-3-4 插入函数选项框 
 

在统计函数中找到线性回归函数 linest（图 2-3-4），确定，即可弹出线性回归函数对话框

（图 2-3-5）。根据图 2-1-1 所示的数据排列，设置对话框中的各个选项。仍然要注意的是，定

义数据分布范围的时候，不要考虑数据标志。 
完成设置之后，同时按住Ctrl+Shift健，确定，即可得到线性回归的快速估计结果。特别

强调，这里仅仅说明整个操作过程的第二步，其他步骤包括数据范围布置、结果分析等等与

上一小节介绍的过程完全一样。 

 

图 2-3-5 线性回归函数对话框 
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§2.4 统计检验临界值的查询 

对于多元线性回归分析的F检验和t检验，我们需要查表得到临界值。为此翻书殊为不便，

而且有时候身边没有这类统计学书籍。今天，很多数学软件或者电子表格软件都可以借助相

应的命令计算统计检验的临界值。利用Excel计算F检验和t检验的临界值相当方便。 

2.4.1 F 检验的临界值查询 

在 Excel 中，查阅 F 分布临界值的命令为 finv，函数表达式为 
finv(α, m, n-m-1), 

用中文表达就是：Finv(显著性水平，变量数，自由度)，或者Finv(显著性水平，分子自由度，

分母自由度)。有些著作中将变量数称为“分子自由度”——实则“回归自由度”，将样品数

减去变量数再减1称为“分母自由度”——实则剩余自由度。这种命名从F值的计算公式可以

得到理解。F值的计算公式为 

SSe
mn

SSr
m

yy
mn

yy
m

F

i
ii

i
i

1
1

1

)ˆ(
1

1

)ˆ(1

2

2

−−

=
−

−−

−
=

∑

∑
, 

分子自由度为m，即变量数目或者回归自由度，对应于公式中处于分子位置的回归平方和SSr；
分母自由度为n-m-1，即剩余自由度（简称自由度），对应于公式中处于分母位置的剩余平方

和SSe。例如查阅三个自变量（m=3）、18个样本（n=18）在显著性α=0.05时的临界值，命令为

finv(0.05, 3, 30-3-1)。在任意单元格中键入命令：“=FINV(0.05,3,18-3-1)”，回车后得到结果：

F0.05,3,18-3-1=3.344。 
利用 F 分布函数 fdist 可以将 F 值转换为 P 值（significance 值），语法是：fdist(F,m,n-m-1))。

以图 2-1-4 所示的结果为例，选定一个空白单元格，输入公式“=FDIST(E12,B12,B13)”，立即

得到 P 值（7.705E-14）。反过来，利用函数 finv 可以将 P 值转换为 F 值。沿用上例，在任意

空白单元格输入公式“=FINV(G12,B12,B13)”，回车，立即得到 F 值（405.48）。 

2.4.2 t 检验的临界值查询 

在 Excel 中查阅 t 分布表像查 F 分布表一样方便。查阅 t 分布临界值的命令为 tinv，函数

表达式的语法为 
tinv(α, n-m-1), 

表作中文就是:Tinv(显著性水平，剩余自由度)。例如查阅三个自变量（m=3）、18个样本（n=18）
在显著性α=0.05时的临界值，命令格式为 tinv(0.05, 30-3-1)。在任意单元格中键入公式 

“=TINV(0.05,18-3-1)”，回车后立即得到结果：t0.05,18-3-1=2.145。 
需要说明的是，回归检验主要是基于误差概率的Gauss分布即正态分布思想，正态分布表

现为左右对称的钟形曲线，我们可以考虑两边的正负误差（双尾概率），检验基于双边临界区

域（双侧检验）；也可以根据对称性仅仅考虑一边（单尾概率），检验基于单边临界区域（单
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侧检验）。Excel计算的t值和临界值都是基于双边临界区域，故系统默认双侧检验（分布尾数

为2）。 
利用 t 分布函数 tdist 可以将参数的 t 值全部转换为 P 值，这样更为直观。转换函数的语

法是：tdist(t 的绝对值，剩余自由度，尾数)。由于 Excel 采用双尾检验，尾数固定为 2，于是

命令格式为 tdist(abs(t), n-m-1, 2)，这里 abs 为取绝对值函数。反过来，利益 tinv 函数可以将

参数的 P 值转换为 t 值的绝对值，语法是：tinv(P, n-m-1)。以图 2-1-4 所示的结果为例，在 J17
单元格中输入公式“=TDIST(ABS(D17),$B$13,2)”，回车，得到截距的 P 值；双击 J17 单元格

的 右 下 角 ， 可 得 全 部 回 归 系 数 的 P 值 。 在 K17 单 元 格 中 输 入 公 式

“=TINV(E17,$B$13)*SIGN(B17)”，回车，得到截距的 t 值；双击 K17 单元格的右下角，可

得全部回归系数的 t 值。 

2.4.3 相关系数检验的临界值查询 

回归分析通常只对简单相关系数进行临界检验，而简单相关系数与F值或者t值等价，故

只要查出F值或者t值，就可以计算出简单相关系数的临界值。F值与简单相关系数的关系为 

)1(
1

1 2

2

R
mn

RF
−

−−

= , 

变换可得 

)
1

1/(
1

2

−−
+

−−
=

mn
F

mn
FR , 

对于简单相关系数，m≡1，故有 

)
2

1/(
2

2,2,
2, −

+
−

= −−
− n

F
n
F

R nn
n

αα
α . 

我们只需要键入函数“=finv(α, 1, n-2)”，就可以得到F的临界值，进而算出R的临界值。例如

对于n=10，α=0.05，输入“=finv(0.05, 1, 10-2)”，得到 
F0.05,8=5.317655. 

于是可知 

)
210

317655.51/(
210

317655.5
8,05.0 −

+
−

=R =0.632. 

另一方面，对于简单相关系数，我们有 

2tF = . 

因此可知 

]
2
)(

1/[
2
)( 2

2,
2

2,
2, −

+
−

= −−
− n

t
n

t
R nn

n
αα

α . 

只要借助函数“=tinv(α, n-2)”查出t的临界值，也可以计算出R的临界值。对于上例，t的临界

值为2.306004，最后的结果依然是0.632。 
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参照图 2-4-1 所示，将显著性水平 0.05 和 0.01 安排在第二行，自由度的数值（n-2）安排

在第 A 列和 D 列。借助上面的公式，可以计算任意的相关系数临界值。 
 

 

图 2-4-1 相关系数的临界值 
 
在单元格B3中输入公式“=((FINV(B$2,1,$A3)/$A3)/(1+FINV(B$2,1,$A3)/$A3))^0.5”，回

车，得到0.997。抓住B3单元格的右下角，待到鼠标光标变成细小黑十字，右拉至单元格C3，
得到1.000（更精确地，得到0.999877）。选中B3和C3单元格，将鼠标光标指向右下角，待其

变为黑十字填充柄，双击，得到显著性水平为0.05和0.01、自由度为1～20的全部临界值。采

用同样的方法，不难计算更多的R临界值。 
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第 3 章 逐步回归分析 

逐步回归是在多元线性回归分析的基础上发展起来的。多元线性回归面临的重要的问题

之一是变量选择，逐步回归分析有助于我们更为有效和准确地选择回归变量。利用Excel进
行多元线性逐步回归分析比较繁琐，但并不困难。因此，只要有耐心，就可以顺利地完成逐

步回归的各项计算。最重要的是，在此过程中我们可以明白多元线性回归分析的一些基本原

理。下面以借助一个简单的实例给出详细的说明。 
【例】山东省淄博市旅游业产值的影响因素分析。数据来源于淄博市旅游局和统计局。

自变量为国内游客数量、国际游客数量、第三产业产值和人均 GDP 数量，因变量为全市旅

游总收入。从 1995 年到 2004 年一共 10 年数据（m=4, n=10）。我们的目的是，通过逐步回

归分析，搞清楚如下问题：在上述因素中，哪些因素直接影响淄博市的旅游总收入。顺便说

明，这里提供的仅仅是一个教学案例，据此说明逐步回归分析的基本思路和主要步骤。 

§3.1 数据预备工作 

第一步，录入数据。 

为了更好地图解逐步回归的过程，在计算之前有意打乱了自变量的正常排列顺序——将

第三产业产值放在国内游客数量和海外游客数量之间。当然，自变量怎么排列没有实质性的

影响。作为预备工作，不妨先借助Excel的求均值函数average计算出各个变量的平均值（图

3-1-1）。 

 
图 3-1-1 录入的原始数据 

 
第二步，计算相关系数矩阵。 
沿着主菜单“工具（T）→数据分析（D）”的路径，从工具栏的“数据分析”对话框中

选择“相关系数”（图3-1-2）。 

打开“相关系数”对话框之后，根据图3-1-1所示的数据分布，在“相关系数”选项框

中进行如下设置（图3-1-3）。 
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图 3-1-2 从“数据分析”工具箱中选中“相关系数” 
 

 
图 3-1-3 相关系数选项框的设置（根据数据分布范围设定） 

 
确定以后，得到相关系数矩阵。由于相关矩阵是对称的，Excel只给出了下三角部分（图

3-1-4a）。容易根据对称性将上三角部分填补起来，得到完整的相关系数矩阵（图3-1-4b）。
为了表述方便，我们将这个矩阵记为R(0)。 

 

a 下三角矩阵 

 

b 完整矩阵 
图 3-1-4 相关系数矩阵 
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§3.2 变量引入的计算过程 

有了相关系数矩阵，我们就可以正式进行逐步回归的计算。首先设定F统计量的临界值。

取显著性水平α=0.05，我们有m=4个自变量，n=10个样品。不妨取回归自由度为4、剩余自

由度为n-m-1=10-4-1=5的临界值为我们引入变量的F值下限。借助函数finv容易在Excel中查

找这个临界值。在任意单元格输入函数 
“=FINV(0.05,4,10-4-1)”, 

回车得到5.192。因此我们取Fc(in)=5.192。另一方面，假定一个变量被淘汰，则有m’=3。我

们取显著性水平α=0.05、回归自由度为3、剩余自由度为n-m’-1=10-3-1=6的F临界值为剔除一

个变量的上限。在任意单元格输入函数 
“=FINV(0.05,3,10-3-1)”, 

回车得到4.757。因此我们取Fc(out)=4.757。 
这就是说，只要F值大于5.192，变量引入模型；如果F值小于4.757，则剔除变量——不

将变量引入模型。当然，这个临界值只是初步的设定，有时甚至是临时的设定，后面可以根

据置信度的具体需要调整临界值。 

3.2.1 第一轮计算 

这一步的计算可以分解为如下几个步骤。 
（1）计算自变量的贡献系数 

借助公式 

)1(

2)1(
)1( ][

−

−

= l
jj

l
jy

j R

R
P  

计算各个自变量对因变量的贡献系数，结果如下 

98246.01/99119.0/][ 2)0(
11

2)0(
1

)1(
1 === RRP y , 

94077.01/96993.0/][ 2)0(
22

2)0(
2

)1(
2 === RRP y , 

95838.01/97897.0/][ 2)0(
33

2)0(
3

)1(
3 === RRP y , 

92574.01/96215.0/][ 2)0(
44

)0(
1

)1(
4 === RRP y . 

（2）找出最大贡献系数及其对应的变量序号 
根据公式 

}max{ )()( l
h

l
v PP =  

取最大贡献系数。式中l=1为计算步骤的编号，h为尚且没有被引入模型的变量序号。显然，

P1
(1)等于0.98246最大，对应的变量序号v=1。因此，首先考虑引入的变量是国内游客数量x1。 

 
（3）计算变量引入和剔除的F统计量 

国内游客数量这个变量是否能被引入模型，还要进行一次F检验。利用公式 
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)()1(

)(

in
)1(

l
v

l
yy

l
v

PR
Pln

F
−

−−
=

−
 

计算F值。对于我们的问题，n=10，现在计算第l=1步。因此可知 

035.448
98246.01

98246.0*)1110(
in =

−
−−

=F . 

这个数值远远大于我们设定的临界值Fc(in)=5.192，因此变量x1可以被引入模型。 
接下来根据公式 

}min{ )()( l
k

l
v PP =  

找到最小贡献系数，考虑排除相应的变量。是否可以剔除要看 Fout 值，计算公式为 

)()1(

)(

out
]1)1([
l

v
l

yy

l
v

PR
Pln

F
−

−+−
=

−
. 

根据上述计算结果，P4
(1)=0.92574最小，其Fout值为 

725.99
92574.01

92574.0*)1210(
out =

−
−−

=F . 

这个数值高于剔除变量的F临界值4.757，因此第一步不予剔除。 
作为对比，可以计算出所有变量的F变化值。例如，对于第二个变量“第三产业产值”，

变量剔除的F值为 

075.127
94077.01

94077.0*)1110(
in =

−
−−

=F , 

190.111
94077.01

94077.0*)1210(
out =

−
−−

=F . 

其余的Fin值和Fout值都按这种方法计算。结果表明，它们都大于Fc(out)=4.757（图3-2-1）。因

此这一步没有变量被剔除。并且，由于每一轮只能引入一个变量，其他变量的Fin值即便大

于临界值，也只具有参考价值，不能据此同时引入几个变量。 
 

 
图 3-2-1 根据相关系数矩阵计算的贡献系数和 F 值（第一步） 

 
（4）相关系数矩阵变换，将R(0)化为R(1) 

假定第v个变量在第l步被引入，则相关系数矩阵的第v个元素称为主元。矩阵变换是围

绕主元进行的。相关系数矩阵的变换公式如下 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧
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≠=
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根据这个公式，第一步应该改变非主元所在的行、列的元素（ vkvj ≠≠ , ），第二步改变主

要所在的行的元素（ vkvj ≠= , ），第三步改变主元所在的列的元素（ vkvj =≠ , ），第四步

改变主元本身（ vkvj == , ）。 
首先变换非主元所在的行和列的元素。我们的主元在第j=1行、第k=1列，故非主元所在

的元素为1行、1列以外的元素。例如 

09579.01/95090.0*95090.01/* )0(
11

)0(
12

)0(
21

)0(
22

)1(
22 =−=−= RRRRR , 

04780.01/95261.0*95090.095363.0/* )0(
11

)0(
13

)0(
21

)0(
23

)1(
23 =−=−= RRRRR , 

04780.01/95090.0*95261.095363.0/* )0(
11

)0(
12

)0(
31

)0(
32

)1(
32 =−=−= RRRRR , 

09254.01/95261.0*95261.01/* )0(
11

)0(
13

)0(
31

)0(
33

)1(
33 =−=−= RRRRR , 

06317.01/95090.0*96525.098102.0/* )0(
11

)0(
12

)0(
41

)0(
42

)1(
42 =−=−= RRRRR , 

………… 
其余计算依此类推。 

然后改变主元所在行的元素。我们的主元在第j=1行，故改变第1行的元素。例如 

95090.01/95090.0/ )0(
11

)0(
12

)1(
12 === RRR , 

95261.01/95261.0/ )0(
11

)0(
13

)1(
13 === RRR , 

………… 
其余计算依此类推。可以看出，对于本轮计算，主元所在的第1行元素数值不变。 

再然后改变主元所在列的元素。我们的主元在第k=1列，故改变第1列的元素。例如 

95090.01/95090.0/ )0(
11

)0(
21

)1(
12 −=−=−= RRR , 

95261.01/95261.0/ )0(
11

)0(
31

)1(
13 −=−=−= RRR , 

………… 
其余计算依此类推。可以看出，对于本轮计算，主元所在的第1列元素仅仅改变符号（正变

负）。 
最后改变主元所在的元素。对于本轮计算，主元实际不变： 

11/1/1 )0(
11

)1(
11 === RR . 

于是整个矩阵变换完成工作（图3-2-2）。这样，我们得到矩阵R(1)。在这个矩阵中，第1行最

后一列的元素可以用于建立一元线性回归模型。如果我们只打算引入一个关系最密切的变

量，则在数据标准化的情况下，可以建立如下模型 

*
1

* 9911899.0 xy = . 

式中符号带星号表示数据标准化。 
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图 3-2-2 第一步矩阵变换结果 R(1) 

 
上面的矩阵变换过程非常繁琐，一不小心就会出错。下面介绍一种比较方便的矩阵变换

方法：利用Gauss消元法对增广矩阵进行消元变换。 
在相关系数矩阵 R(0)旁边增加一个并排的 5×5 单位矩阵（图 3-2-3）。因为主元在第 1

行第 1 列，我们就用第 1 行的元素对其他行进行消元，将第 1 列的其他元素全部化为 0。消

除的办法很简单，用第 2 行减去第 1 行乘以第 2 行的第一个元素 0.95090，用第 3 行减去第

1 行乘以第 3 行的第一个元素 0.95261……。其余依此类推，直到将第 1 列非主元元素全部

化为 0 为止。 
 

 
图 3-2-3 相关系数矩阵的增广矩阵 

 
为了操作方便，复制一个增广矩阵，粘贴在第一个增广矩阵的下面，然后利用第一个矩

阵对第二个矩阵实施消元变换（图3-2-4）。根据矩阵的排列位置和方式，在B9单元格中输入

公式 
“=B3-$B$3*B2”, 

回车，得到0；用鼠标将光标指向B9单元格右下角，待其变为细黑十字，按下鼠标左键右拖

到增广矩阵的右边沿。在B10单元格中输入公式 
“=B4-$B$4*B2”, 

回车，得到0；用鼠标将光标指向B10单元格右下角，待其变为细黑十字，按下鼠标左键右

拖到增广矩阵的右边沿。其余计算依此类推，直到将第1列的非主元元素全部变成0。这样，

初步完成了相关系数矩阵的变换工作。这个时候，增广矩阵右边的单位矩阵只有对应于主元

所在列的第1列发生了变化，将这一列剪贴到左边第1列即主元所在列，就可以彻底完成相关

系数矩阵的变换工作。最终结果与图3-2-2一样，但操作过程更为简捷（不容易出错）。 
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图 3-2-4 利用消元法对相关系数实施变换 

3.2.2 第二轮计算 

（1）计算自变量的贡献系数 
基于第一个相关系数矩阵的变换结果R(1)计算各个自变量对因变量的贡献系数如下 

98246.01/99119.0/][ 2)1(
11

2)1(
1

)2(
1 === RRP y , 

00785.009579.0/02741.0/][ 2)1(
22

2)1(
2

)2(
2 === RRP y , 

01305.009254.0/03476.0/][ 2)1(
33

2)1(
3

)2(
3 === RRP y , 

00043.006830.0/00541.0/][ 2)1(
44

2)1(
1

)2(
4 === RRP y . 

（2）找出最大贡献系数及其对应的变量序号 
从上面的计算结果可以看出，不考虑已经被引入模型的第一个变量，在剩余变量中

P3
(2)=0.01305为最大，对应的变量序号v=3。因此，第二次可能引入的变量是海外游客数量x3。 

注意，我们的主元已经转移到第三个变量对应的对角线上。 
 
（3）计算变量引入和剔除的F统计量 

海外游客数量能否被引入模型，依然需要借助F检验判决。现在计算第l=2步，因此应有 

359.20
01305.001754.0
01305.0*)1210(

in =
−

−−
=F . 

这个数值大于我们设定的临界值Fc(in)=5.192，因此变量x3可以被引入模型。当我们引入x1的

时候，F值为448.035；现在引入x3，F值在原来的基础上增加了20.359。 
在没有被引入也没有被排除的变量中，找到最小贡献系数，考虑剔除相应的变量。但是

是否剔除，依然要视Fout值而定。根据上面的计算结果，第四个变量“人均GDP”的贡献系

数P4
(2)=0.00043最小，其Fout值为 

150.0
00043.001754.0

00043.0*6)22(
)2(

4
)1(

)2(
4

out =
−

=
−

−−
=

PR
Pn

F
yy

< Fc(out)=4.757, 

因此，这个变量应该剔除，不再考虑它的引入。 
作为对比，不妨计算所有变量的F值，例如对于第二个变量“第三产业产值”，我们有 
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663.5
00785.001754.0

00785.0*6)12(
)2(

2
)1(

)2(
2

in =
−

=
−

−−
=

PR
Pn

F
yy

> Fc(in)=5.192, 

854.4
00785.001754.0

00785.0*6)22(
)2(

2
)1(

)2(
2

out =
−

=
−

−−
=

PR
Pn

F
yy

> Fc(out)=4.757. 

由于每一轮计算只能引入一个变量，排除一个变量，既然贡献系数最大的变量已经被引入，

贡献系数最小的变量也已经被剔除，针对剩余变量的计算F变化值没有实质意义，可以不计

算。这里给出仅供参考。全部计算结果列表如下（图3-2-5）。 
 

 
图 3-2-5 根据相关系数矩阵计算的贡献系数和 F 值（第二步） 

 
特别指出两点：其一，对于已经引入模型的变量，其第l步的F值是采用上一个相关系数

矩阵R(l-1)及其相应的贡献系数计算的，不同之处在于l值增大了（l变成l+1）。其二，非主元

的变量对应的F值是用它们各自的贡献系数计算的，计算公式完全一样。 
 
（4）相关系数矩阵变换，将R(1)化为R(2) 

借助添加单位矩阵的增广矩阵和高斯消元法对第二个相关系数矩阵进行变换，将其化为

第三个相关系数矩阵。由于这一次引入了第三个变量，主元在矩阵的第 3 行第 3 列，因此首

先考虑将第 3 行第 3 列化为 1——用第 3 行的所有元素除以第 3 行第 3 列的元素 0.0925411
即可（图 3-2-6）。接下来用第 3 行对其余各行消元，将第 3 列的其余元素全部变成 0，方法

同第一步一样。举例说来，用第 1 行减去第 3 行乘以第 1 行的第三个元素 0.95261，用第 2
行减去第 3 行乘以第 2 行的第三个元素 0.04780……。其余（第 4 行和第 5 行）依此类推。

这样，很快将第 3 列的其他元素全部化为 0。 
 

 
图 3-2-6 第二个相关系数矩阵的增广矩阵及其初步变换 

 
不同之处在于，我们这一次是借助第3行针对第3列实施变换。例如，根据矩阵的排列位

置和方式，在B16单元格中输入公式 
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“=B9-B18*$D$9”, 
回车，得到 10.806013 ；用鼠标将光标指向 B16 单元格右下角，待其变为细黑十字，按下

鼠标左键右拖到增广矩阵的右边沿，得到第 1 行的变换结果。其余各行的变换方法与此类似

（图 3-2-7）。 
 

 
图 3-2-7 第二步相关系数矩阵变换结果 

 
待到第3列非主元元素全部变为0之后我们可以看到，右边单位矩阵只有对应于主元位置

的第3列元素发生了变化，其余元素均无改变。将右边的第3列（总第8列）剪切并粘贴到左

边第3列，即可完成全部变换过程（图3-2-8）。这样，我们得到相关矩阵R(2)。 

如果不厌其烦，逐步计算，那就像第一轮的处理过程一样。首先变换非主元所在的行和

列的元素。我们的主元在第j=3行、第k=3列，故非主元所在的元素为3行、3列以外的元素。

例如 

80601.1009254.0/)95261.0(*95261.01/* )1(
33

)1(
31

)1(
13

)1(
11

)2(
11 =−−=−= RRRRR , 

45890.009254.0/04780.0*95261.095090.0/* )1(
33

)1(
32

)1(
13

)1(
12

)2(
12 =−=−= RRRRR , 

45890.009254.0/)95261.0(*04780.095090.0/* )1(
33

)1(
31

)1(
23

)1(
21

)2(
21 −=−−−=−= RRRRR , 

………… 
其余计算依此类推。 

然后改变主元所在行的元素。我们的主元现在在第j=3行，故改变第3行的元素。例如 

29388.1009254.0/95261.0/ )1(
33

)1(
31

)2(
31 −=−== RRR , 

51648.009254.0/04780.0/ )1(
33

)1(
32

)2(
32 === RRR , 

………… 
其余计算依此类推。 

再然后改变主元所在列的元素。我们的主元在第k=3列，故改变第1列的元素。例如 
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29388.1009254.0/95261.0/ )1(
33

)1(
31

)2(
31 −=−=−= RRR , 

51648.009254.0/04780.0/ )1(
33

)1(
32

)2(
32 −=−=−= RRR , 

………… 
其余计算依此类推。 

最后改变主元所在的元素 

80601.1009254.0/1/1 )1(
33

)2(
33 === RR . 

可以看到，全部计算结果与借助高斯消元法得到的数值完全一样（参见图3-2-8）。 

假如我们只准备引入两个变量，则基于标准化数据可以建立如下模型 

*
3

*
1

* 375583.0633408.0 xxy += . 

也就是说，在矩阵R(2)的最后一列，第一个元素表示第一个标准化回归系数（对应于x1），第

三个元素表示第二个标准化回归系数（对应于x3）。 
 

 
图 3-2-8 第二步矩阵变换结果 R(2) 

 

3.2.3 第三轮计算 

基于第二个相关系数矩阵的变换结果R(2)计算各个自变量对因变量的贡献系数，方法与

前面两边完全一样，接下来的各种计算也是一样。不同的是，每一步计算都是针对新的相关

系数矩阵变换结果进行的。计算的贡献系数如下图所示，这一次第二个变量“第三产业产值”

的贡献系数最大，为0.00126。但是，Fin值没有达到被引入的标准，而Fout值则达到被剔除的

标准（图3-2-9）。如果我们继续引入新的变量，F值的变化将会很小，或者说F值的增加量很

不显著。因此，可以考虑中止引入变量的计算，不再在模型中添加其他变量。 
 

 
图 3-2-9 根据相关系数矩阵计算的贡献系数和 F 值（第三步） 

 
注意，我们前面设置的F临界值的前提是假定四个变量全部引入。现在我们已经成功地

引入了两个变量，因此，这时可以考虑用两个变量作为剔除标准，三个标量作为引入标准。

利用finv函数在Excel中查到临界值如下 
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757.41310,3,05.0 =−−F , 737.41210,2,05.0 =−−F . 

根据调整后的标准，依然是两个变量（x1和x3）引入，两个变量（x1和x3）剔除。如果将显

著性水平降低到0.01，则临界值变为 

780.91310,3,01.0 =−−F , 547.91210,2,01.0 =−−F . 

可见在α=0.01的显著性水平下，模型引入的变量不变。 
到此为止，根据我们的选择标准，变量的引入和剔除计算过程可以结束。 

§3.3 参数估计和模型建设 

接下来我们需要计算模型的回归系数，然后建立回归分析模型。前面的第一个相关系数

变换矩阵最后一列给出了引入一个变量时的标准化回归系数：0.9911899，这个数值就是第

一个自变量与因变量的相关系数。第二个相关系数变换矩阵给出了引入两个变量时的标准化

回归系数：0.633408 和 0.375583，二者之和接近于 1。既然只有两个变量可以引入模型，如

果我们需要的是解释模型而非预测模型，我们的建模工作可以到此为止，得到模型如下 

*
3

*
1

* 375583.0633408.0 xxy += . 

但是，如果我们需要预测模型，则需要开展计算工作，将回归参数转换为非标准化的回归系

数。计算过程如下。 
第一步，计算原始数据的协方差。 

数据按图3-1-1所示，排列格式不要改变。沿着“工具（T）→数据分析（D）”的路径，

从工具栏的“数据分析”选项框中选择“协方差”。弹出协方差对话框之后，根据数据的分

布位置设置选项（图3-3-1）。 

 

 
图 3-3-1 协方差对话框的设置 

 
确定之后，即可得到协方差矩阵（图 3-3-2）。像相关系数矩阵一样，Excel 只给出下三

角矩阵（图 3-3-2a）。根据对称性，很容易将上三角填满（图 3-3-2b）。 
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a 上三角矩阵 

 

 
b 完整矩阵 

图 3-3-2 协方差矩阵 
 

第二步，计算非标准化回归系数。 

有了协方差矩阵，结合前面的相关系数矩阵第二步变换结果R(2)，就可以计算非标准化

回归系数。注意我们的计算是从R(0)开始的，引入一个变量时，相关系数矩阵变换为R(1)；引

入两个变量时，相关系数矩阵变换为R(2)。此后不再引入变量。因此之故，计算回归系数需

要用到l=2时的相关系数矩阵变换结果（图3-2-8）。 
非标准化回归系数计算公式为 

)(l
jy

jj

yy
j R

c
c

b ⋅= , 

∑−=
j

jj xbyb0 . 

这里b0为截距，bj为第j个回归系数，l为计算步骤的编号数——我们引入两个变量，l=2，Rjy
(l)

为相关系数矩阵第l=2步变换结果的最后一列的第j个元素——对应于第j个被引入的变量，cyy

为协方差矩阵对角线上的最后一个元素（右下角），cjj为协方差矩阵对角线上对应于第j个被

引入变量的元素， jx 、 y 为自变量和因变量的平均值。至于未被引入的变量，回归系数以0

计算。 
对于上述问题，我们引进了两个变量x1=国内游客数，x3=海外游客数。可见，j=1对应于

国内游客数，j=3对应于海外游客数。于是可得 

86810.152=yyc , 83402.1796911 =c , 70434.033 =c , 63341.0)2(
1 =yR , 37558.0)2(

3 =yR . 

容易算出 

05842.063341.0
83402.17969

86810.152)2(
1

11
1 =⋅=⋅= y

yy R
c
c

b , 

53314.537558.0
70434.0
86810.152)2(

3
33

3 =⋅=⋅= y
yy R

c
c

b . 



研究生地理数学方法（实习）            Part1   电子表格 Excel 

 57

另一方面，根据图3-1-1给出的计算结果，我们有 

970.4731 =x , 574.13 =x , 768.22=y . 

从而 

631.13574.1*53314.5970.473*05842.0768.2233110 −=−−=−−= xbxbyb . 

于是非标准化数据的回归模型可以表作 

3133110 53314.505842.0631.13 xxxbxbby ++−=++= . 

至此，我们建设工作结束。需要说明的是，上述数据全部是连续计算过程中截取小数点后面

5位得到的结果。如果采用这些近似数据验证，可能会与最终数值有点误差；要想验证结果

完全吻合，最好从头开展连续计算。 

§3.4 模型参数的进一步验证 

这一步并不必要，讲述这一小节的目的是从另外一个角度说明如何利用矩阵运算开展多

元线性回归分析。通过这个过程可以更为深刻地理解线性回归分析的数学计算原理。 
根据前面的逐步回归分析，四个自变量中只有两个变量可以引入，即国内游客数和海外

游客数。在这种情况下，我们可以舍弃其他自变量，采用国内游客数和海外游客数为自变量，

旅游总收入为因变量，借助 Excel 数据分析工具箱中的回归分析功能，开展二元线性回归分

析。这样可以得到有关的回归系数和用于检验的统计量，一方面验证前面的逐步回归分析结

果，考察参数值是否出错，另一方面根据各种统计量对逐步回归模型和参数进行检验分析（图

3-4-1）。 

 
图 3-4-1 二元线性回归分析结果 

 
我们下面介绍的是基于矩阵运算的多元线性回归分析方法。虽然这种方法要麻烦一些，
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但练习这种计算有助于我们进一步理解线性回归分析过程。 
第一步，整理数据。 
首先，舍弃不需要的自变量——人均 GDP 和第三产业产值两个变量，保留国内和海外

游客数量变量。然后，与回归模型的常数项对应，在两个自变量前面添加一个数值全部是 1
的自变量（图 3-4-2）。 

 
图 3-4-2 重新整理的数据 

 
这样，我们的数据可以分为两个部分，数值为 1 的向量和两个自变量构成一个矩阵，我

们用 X 表示；因变量构成一个向量——一个 1×n 的矩阵，用 Y 表示（图 3-4-3）。下面对这

两个矩阵进行运算，计算回归系数和各种检验统计量。 

 
图 3-4-3 数据代表的矩阵或者向量 

 
第二步，计算 XTX 矩阵。 
我们只有n=10个样品，m=2个变量（连同因变量，有m+1=3个变量），故X是n×(m+1)=10

×3 矩阵，Y 是 n×1=10×1 向量。注意到矩阵乘法运算结果的特点，其维数取前面一个矩

阵的行数和后面一个矩阵的列数。XT的行数为 3，X 的列数也是 3，故在 Excel 的工作表中

选择一个 3×3 的区域，根据图 3-4-2 所示的数据分布位置，输入如下公式 
“=MMULT(TRANSPOSE(B2:D11),B2:D11),” 

同时按下 Ctrl+Shift 键，回车，立即得到 XTX 矩阵（图 3-4-4）。这里 mmult 为矩阵乘法函数，

transpose 为矩阵转置函数。所有的矩阵或者数组运算都要同时按下 Ctrl+Shift+Enter 键，对

此以后不再提示。 
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a 计算方法 

 
b 计算结果 

图 3-4-4 计算 XTX 的方法和结果 
 
第三步，计算 XTX 的逆矩阵(XTX)-1。 
利用矩阵求逆函数 minverse，选定一个 3×3 的单元格区域——注意逆矩阵的维数与原

矩阵一样，输入如下计算公式 
“=MINVERSE(B13:D15)”, 

同时按下 Ctrl+Shift 键，回车，得到 XTX 的逆矩阵（图 3-4-5）。 



研究生地理数学方法（实习）            Part1   电子表格 Excel 

 60

 
a 计算方法 

 
b 计算结果 

图 3-4-5 计算(XTX)逆矩阵的方法和结果 
 

第四步，计算 XTY。 
前面的矩阵都是 3 行 3 列，接下来的运算 3 行 1 列元素。XT则是 3×10 的矩阵，Y 是

一个 10×1 的向量，故 XTY 应该是一个 3×1 的向量。在工作表中选择一个 3×1 的区域，

根据前面图示的数据分布位置，输入计算公式 
“=MMULT(TRANSPOSE(B2:D11),E2:E11)”, 

同时按下 Ctrl+Shift 键，回车，得到 XTY 向量（图 3-4-6），当然可以视之为矩阵也没有什么

不妥。 
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a 计算方法 

 
b 计算结果 

图 3-4-6 计算(XTX)-1XT矩阵的方法和结果 
 

第五步，计算回归系数向量(XTX)-1XTY。 
如前所述，(XTX)-1 是一个 3×3 的矩阵，而 XTY 则是一个 3×1 的向量，故(XTX)-1XTY

必然是一个 3×1 的向量。选定一个 3×1 的单元格区域，根据前面图示的数据分布位置，输

入计算公式 
“=MMULT(B17:D19,B21:B23)”, 

同时按下 Ctrl+Shift 键，回车，得到(XTX)-1XTY 向量（图 3-4-7）。 

 
a 计算方法 



研究生地理数学方法（实习）            Part1   电子表格 Excel 

 62

 
b 计算结果 

图 3-4-7 计算回归系数向量(XTX)-1XTY 矩阵的方法和结果 
 

至此，模型参数计算完毕，数值与前面逐步回归的结果完全一样。当然，这并不是说逐

步回归过程是可以替代的，恰恰相反，目前没有更好的方法可以取代逐步回归过程。 

§3.5 模型检验 

逐步回归分析与多元回归分析一样，至少要进行如下检验：相关系数检验，标准误差检

验，F 检验，t 检验，以及 DW 检验。首先进行数据预备，将前面计算的回归系数向量拷贝

到图 3-4-2 所示的数据旁边（图 3-5-1）。借助这些数据，我们计算 YTY、BTXTY 和因变量 y
的均值。 

 
图 3-5-1 数据预备结果 

 
第一步，计算 YTY。根据数据分布位置，在 G5 单元格中输入公式 

“=MMULT(TRANSPOSE(E2:E11),E2:E11)”, 
同时按下 Ctrl+Shift 键，回车，得到 YTY 值 6712.499。 

第二步，计算 BTXTY。在 G6 单元格中输入公式 
“=MMULT(TRANSPOSE(E2:E11),E2:E11)”, 

同时按下 Ctrl+Shift 键，回车，得到 BTXTY 值 6705.638。 
第二步，计算 y 的均值。在 G7 单元格中输入公式 

“=AVERAGE(E2:E11)”, 
回车，得到 y 的均值 22.768。最后，注意我们的变量数 m=2 和样品数 n=10。 

3.5.1 相关系数检验 

多元线性回归分析的复相关系数计算公式和结果为 

99775.0
768.22*10499.6712
768.22*10638.6705

2

2

2

2

=
−
−

=
−
−

=
ynYY

ynYXBR T

TT

. 
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查表可知，相关系数检验可以通过。 

3.5.2 标准误差检验 

首先计算因变量的标准误差，公式和结果如下 

99005.0
1210

638.6705499.6712
1

=
−−

−
=

−−
−

=
mn

YXBYYs
TTT

. 

用标准误差除以因变量的均值得到变异系数 

04348.0
768.22

99005.0
==

y
s

<0.1。 

检验可以通过。 
然后计算各个回归系数的标准误差，计算公式为 

scs jjb j
⋅= , 

式中 s 为因变量的标准误差，cjj 为(XTX)-1 对角线上的元素（参见图 3-4-5）。计算结果如下 

91922.199005.07578094.3
1

=⋅=bs , 

00768.099005.00000601.0
2

=⋅=bs , 

22630.199005.05341953.1
3

=⋅=bs . 

参数的标准误差越小越好，但没有非常严格的标准。多大的数值可以通过，取决于研究目标，

可以根据研究者的经验判定。 

3.5.3 F－检验 

多元线性回归分析的 F 统计量计算公式和结果为 

278.776
99005.0*2

768.22*10638.6705
2

22

=
−

=
−

=
ms

ynYXBF
TT

. 

注意，这里得到的采用两个自变量时的 F 统计量，而前面逐步回归分析过程中计算的则是 F
变化值，或者叫做 F 增加值。取显著性水平 0.05，在任意单元格中输入如下公式 

“=FINV(0.05,2,10-2-1)”, 
回车，得到 F 临界值 

737.41210,2,05.0 =−−F . 

可见，F 检验可以通过。 

3.5.4 t－检验 

多元线性回归分析的 t 统计量计算公式为 
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j

j
b

j
b s

b
t = . 

计算结果如下 

10236.7
91922.1

631.13

1

1

1 −=
−

==
b

b s
b

t , 

60941.7
00768.0
0584.0

2

2

1 ===
b

b s
b

t , 

51204.4
22630.1
5331.5

3

3

1 ===
b

b s
b

t . 

取显著性水平 0.05，在任意单元格中输入如下公式 
“=TINV(0.05,10-2-1)”, 

回车，得到 t 临界值 

365.21210,05.0 =−−F . 

可见，t 检验可以通过。 

3.5.5 DW 检验 

DW 检验分为如下几步进行。第一步，计算因变量的预测值，计算公式为 
XBY =ˆ . 

在工作表中删除没有用的数据，在因变量旁边选定一个 10×1 的单元格区域，根据数据分布

的位置，输入公式 
“=MMULT(B2:D11,F2:F4)”, 

同时按下 Ctrl+Shift 键，回车，得到因变量的预测值 XB（图 3-5-2）。 

 
图 3-5-2 计算因变量的预测值 

 
第二步，计算模型预测残差。公式为 

XBYYYE −=−= ˆ . 
选定一个10×1的单元格区域，输入数组运算式 
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 “=E2:E11-G2:G11”, 
同时按下Ctrl+Shift键，回车，得到全部预测值的误差数值（图3-5-3）。 

 
图 3-5-3 计算因变量的残差和残差差分 

 
第三步，计算预测残差的差分。选定一个9×1的单元格区域，输入数组运算式 

 “=H3:H11-H2:H10”, 
同时按下Ctrl+Shift键，回车，得到残差的全部差分数值（图3-5-3）。 

第四步，计算DW值。选定任意单元格区域，输入计算公式 
 “=SUMSQ(H2:H11)”, 

回车，得到残差的平方和6.86142；然后输入计算公式 
 “=SUMSQ(I3:I11)”, 

回车，得到残差差分的平方和12.11382。于是得到DW估计值如下 

765.1
86142.6
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由于样品数n<15，我们无法进行DW检验。不过，从数值大小看来，问题不是很大。 
将上面各步计算结果与图3-4-1进行对照，可以发现，除了DW值没有给出之外，其余的

计算结果与借助数据分析的回归功能得到的数值完全一样。 
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第 4 章 非线性回归分析 

非线性方程千变万化，没有固定的建模模式。因此，在非线性模型建设过程中，经验知

识非常重要。有人认为，非线性建模不仅仅是一种技术，有时更多地是一种艺术——正如兵

无常法、水无常形，“运用之妙，存乎一心。”不过，当我们在 Excel 中估计某些非线性模型

的参数的时候，却有一定的路径可寻。下面列举几个常见类型的例子，希望读者能够触类旁

通，举一反三。这些例子有一个共性，那就是可以转换为线性模型，然后基于最小二乘算法

进行线性回归分析。 

§4.1 常见数学模型 

首先说明常见的可以线性化的非线性模型，这些模型包括指数模型、对数模型、幂指数

模型、Guassian 模型（二次指数）模型、对数正态模型、双曲线模型、Logistic 模型、多项

式模型，如此等等。列表如下（表 4-1-1）。 
 

表 4-1-1 常见的可以线性化的非线性模型 

模 型 数学方程 转化关系 线性表示 

指数模型 bxaey =  yy ln=′ ， aa ln=′  bxay +′=′  

对数模型 xbay ln+=  xx ln=′ ， xbay ′+=  

幂指数模型 baxy =  xx ln=′ ， yy ln=′ ， aa ln=′  xbay ′+′=′  

二次指数模

型（正态） 
2bxaey =  2xx =′ ， yy ln=′ ， aa ln=′  xbay ′+′=′  

对数正态模

型 
2)(ln xbaey =  2)(ln xx =′ ， yy ln=′ ， aa ln=′ xbay ′+′=′  

双曲线模型

1 x
ba

y
+=

1
 xx /1=′ ， yy /1=′ ， xbay ′+=′  

双曲线模型

2 
bxa

y
+=

1
 yy /1=′ ， bxay +=′  

Logistic 模

型 bxae
y −+
=

1
1

 )1/1ln( −=′ yy ， aa ln=′  bxay −′=′  

抛物线模型 2cxbxay ++=  2xx =′  xcbxay ′++=  

生产函数 cb zaxy =  
xx ln=′ ， yy ln=′ ， zz ln=′ ，

aa ln=′  
zcxbay ′+′+′=′
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Gamma 函

数 
cxbeaxy −−=  xx ln=′ ， yy ln=′ ， aa ln=′  cxxbay −′−′=′  

其他模型 …… …… …… 

说明：如果模型系数 a 经过取对数变换，建模时需要利用下式还原：
aea ′= 。 

 
根据线性化结果的自变量数目，又可以分为三类：（1）一变量情形（如常规的指数模型、

对数模型）、（2）一变量化为多变量的情形（如抛物线模型、二次指数模型、gamma 函数）、

（3）多变量的情形（如生产函数）。 

§4.2 常见实例——一变量的情形 

4.2.1 指数模型（I） 

【例 1】Boston 人口密度的空间分布的指数衰减模型。这是一个经典的例子，由 C. Clark
观测和整理的统计数据，Clark（1951）是城市人口密度模型的最早提出者。他按照等距离

的方式将城市分成若干环带（rings），然后借助人口普查区段（census tract）计算各个环带

的平均人口密度。这样就得到两组变量：到城市中心（CBD）的距离 x（取环带的中线或者

外边界）和 x 处的平均人口密度。Clark 用这种方法先后测量了欧美国家的 20 多个城市的人

口密度数据，发现了所谓的 Clark 定律。下面是 Clark 测量的原始数据之一——1940 年美国

Boston 的城市人口密度，数据由 Banks（1994）提供（表 4-2-1）。我们看看这组数据到底服

从什么规律。 
 

表 4-2-1 Boston 人口密度空间分布数据（1940） 

距离 密度 距离 密度 距离 密度 距离 密度 

0.5 26300 4.5 11500 8.5 3200 12.5 900 
1.5 25100 5.5 9800 9.5 2300 13.5 700 
2.5 19900 6.5 5200 10.5 1700 14.5 600 
3.5 15500 7.5 4600 11.5 1200 15.5 500 

数据来源：Banks R B. Growth and Diffusion Phenomena: Mathematical Frameworks and Applications. Berlin 
Heidelberg: Springer-Verlag, 1994. 
 

第一步，录入数据 
录入 Excel 工作表的数据见图 4-2-1。 
 
第二步，作散点图（scatterplot） 

选中数据（图 4-2-2），并点击图表向导 ，或者在主菜单“插入(I)”中选择“图表(H)”，

就会弹出“图表类型”复选框（图 4-2-3）。在图表类型中选择“XY 散点图”。然后点击“完

成”按钮，就会立即弹出一个散点图（图 4-2-4）。 
 
第三步，选择模型――添加趋势线 
在散点图中选择数据点，按鼠标右键，出现一个选项菜单，选择“添加趋势线”（图 4-2-5）。

确定以后，就会弹出“添加趋势线类型”选项框（图 4-2-6），在这个复选框上可以切换到“添
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加趋势线选项”（图 4-2-7）。 
假定我们事先并不知道数据服从什么模型，选择什么曲线好呢？有两种判断方法：一是

根据散点图进行估计，二是逐个模型尝试、比较。现在我们两种办法都用上。根据散点图，

数据服从线性模型的可能性不大，最可能的是指数模型，其次是对数和幂指数。就让我们根

据这种判断逐一比较吧。 

 
图 4-2-1 录入的人口密度数据 

 

 
图 4-2-2 选中数据并点击图表向导 
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首先，在“添加趋势线类型”选择最大可能的“指数(X)”模型（图 4-2-6）；然后切换

到“添加趋势线选项”，选中“显示公式（E）”和“显示 R 平方值（R）”（图 4-2-7）。确定，

散点图中立即出现趋势线、拟合的指数模型及其回归的测定系数（图 4-2-8）。 
 

 
图 4-2-3 图表类型复选框 
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图 4-2-4 Boston 城市人口密度随到市中心距离变化的散点图 

 
单纯从图 4-2-8 上看，拟合效果是不错的，无论散点与趋势线的匹配状态还是拟合优度

即测定系数都令人满意。但是，为了稳妥起见，我们不妨对其他模型进行考察，看看有没有

更好的选择。方法是：重复上述添加趋势线的过程，在“添加趋势线类型”选项中分别选择

对数(O)模型、乘幂(W)模型和线性(L)模型，每一步都要求显示公式和 R2 值，逐一进行试验。

试验的结果如图 4-2-9、图 4-2-10、图 4-2-11。 
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图 4-2-5 添加趋势线 

 

 
图 4-2-6 添加趋势线类型 

 
下面需要对两个方面进行比较：一是直观地比较坐标图中的点线匹配效果，二是比较模

型的拟合优度（R2 值）。只要模型的变量数目和参数数量一样，拟合优度一般具有可比性，

尽管模型的形式不一样。结果表明，在试验的四种模型里，负指数模型的拟合程度最好：拟

合优度最高（表 4-2-2），点线的匹配效果最佳（图 4-2-8～图 4-2-11）。模型选择可能性的顺

序为：指数模型>对数模型>线性模型>幂指数模型。 
 

表 4-2-2 几种基本模型拟合优度的比较 

模型类型 指数（X） 对数（O） 乘幂（W） 线性（L） 
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测定系数 0.9922 0.9363 0.7918 0.8288 
 

 
图 4-2-7 添加趋势线选项 

 
现在我们基本上可以判断城市人口服从负指数模型。为了进一步观察模型的拟合效

果，需要给出单对数坐标图。原因在于：第一，我们的模型选择是基于可线性化的非线性

回归，其实质是对转换后的数据进行的线性回归；其二，拟合指数模型 y=aebx时，我们只

是对 y 取对数。现在，我们不妨将坐标图的 y 轴改为对数刻度。方法是：点击坐标图的 y
轴，弹出一个复选框；切换到“刻度”选项板，选择对数刻度；为了使得改变刻度的点列

与趋势线分别占据整个图形，将刻度的最小值改为 100（图 4-2-12）。确定以后，坐标图

立即变成单对数线性形式（图 4-2-13）。单对数坐标图中的点列分布越直，表明指数模型

的拟合效果越好。从图 4-2-13 中的效果看来，应该是不错的。 
 

y = 38475e-0.2909x

R2 = 0.9922
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图 4-2-8 指数模型的拟合结果 
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y = -9272.3Ln(x) + 24698

R2 = 0.9363
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图 4-2-9 对数模型的拟合结果 
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图 4-2-10 幂指数模型的拟合结果 

y = -1721.8x + 21837

R2 = 0.8288
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图 4-2-11 线性模型的拟合结果 

 
第四步，进一步的统计分析 
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我们现在要建立的是指数模型 

bxaey = ,                               (4-2-1) 

两边取对数，化为线性形式 
bxay += lnln .                            (4-2-2) 

可见指数模型的参数可以借助 x 与 lny 的线性回归来确定。 
 

 
图 4-2-12 改变 y 轴的刻度 
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图 4-2-13 Boston 城市人口密度空间分布的单对数坐标图 

 
在我们的问题中，到城市中心的距离为自变量 x，x 处的平均人口密度为因变量 y。因

此，首先要对人口密度取对数（图 4-2-14）。方法很简单：首先对第一个 y 值取自然对数，

在 C2 单元格内键入等号和自然对数公式，并在公式后边的括号内选中第一个密度值，单元
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格内出现“=LN(B2)”；回车，得到第一个密度对数值 10.177；选中 C2 单元格，鼠标指向右

下角，待光标变成细黑十字后，双击左键，或者揿住左键往下一拉，立即得到全部密度的

自然对数值（图 4-2-14）。 

 
图 4-2-14 对因变量（y 值）取对数 

 
下面的步骤与线性回归完全一样。首先，在主菜单中，沿着“工具（T）”→“数据分

析（D）”的路径打开“数学分析”选项框（图 4-2-15）。 

 

图 4-2-15 数学分析在主菜单中的位置 
 

然后，在“数学分析”中选择“回归”，确定（图 4-2-16）。 

 
图 4-2-16 在“数据分析”中选择“回归” 
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在弹出的“回归”分析对话框中进行如下设置：在“Y 值输入区域(Y)”中选中密度对

数即 lny 的单元格范围，在“X 值输入区域(X)”中选中距离的单元格范围。其它各种选项

和注意事项与线性回归方法完全一样（图 4-2-17）。 
需要再次提醒的是：如果数据的单元格范围包括标题单元格（即从 A1、C1 开始），则

必须选中下面的“标志”；如果数据的单元格范围不包括标题单元格（即从 A2、C21 开始），

则不能选中下面的“标志”。 
 

 
图 4-2-17 “回归”分析复选框的设置 

 
确定以后，则在新的工作表组中给出回归结果（图 4-2-18）。从结果中可以读出 Intercept

（截距）为 lna=10.55778，b=-0.29089。将截距还原为 a=exp(10.55778)=38475.45，然后将 a、
b 代入式（4-2-1），得到模型 

xey 29089.045.38475 −= .                           (4-2-3) 

测定系数为 R2=0.99223，与表 4-2-2 中的结果一样。其它各种统计量都可以从回归结果中读

出，各种统计量的含义可参阅线性回归分析的“Excel 回归结果的详细解读”部分。 
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图 4-2-18 Boston 人口密度的回归结果（局部） 

4.2.2 对数模型 

【例 2】城市化水平与经济发展水平的非线性关系。城市化水平（level of urbanization）
就是一个区域中城市人口占总人口的比重，又叫城市化率。定性地，一个国家或地区的城市

化水平与经济发展水平是有关系的，问题在于用什么样的函数关系进行精确描述。1982 年，

周一星对美国情报社编制的《1977 年世界人口资料表》提供的世界 157 个国家和地区的人

口和产值数据进行处理，得到各个国家的人均国民生产总值（GNP）和城市人口比重两组数

据。剔除 20 个异常点，对剩余的 137 个样本作进一步的处理，即分组平均，发现人均 GNP
与城市化水平之间具有明确的数学规律。现在，让我们借助 Excel 考察这两组变量，看看它

们之间具有什么规律（表 4-2-3）。 
 

表 4-2-3 世界各个城市化水平与人均 GNP 的处理数据 

人均收入 城市化率 人均收入 城市化率 人均收入 城市化率 人均收入 城市化率

100.6 2.6 207.0 26.1 703.1 46.4 6050.0 69.0 
103.5 4.0 203.3 28.0 872.6 48.0 5760.0 70.0 
231.3 6.7 433.5 31.0 2196.2 50.0 4460.0 72.0 
120.4 8.9 372.9 32.0 2422.4 52.7 6618.2 74.0 
230.4 10.2 525.3 34.0 2230.5 54.3 6272.8 76.0 
234.3 12.6 629.2 36.4 1117.1 59.0 3840.0 78.0 
162.7 14.6 963.4 38.6 2558.6 60.1 6926.3 80.7 
236.3 18.0 608.8 40.8 1190.0 62.0 3580.0 82.0 
158.7 21.0 876.7 43.0 1750.2 64.4 5817.2 86.4 
145.2 22.0 832.0 44.5 3710.0 67.0 6610.0 88.0 

资料来源：周一星．城市化与国民生产总值关系的规律性探讨．人口与经济，1982，（1）：246-253. 
 

对于任何一个一元回归模型的建设，录入数据之后，第一步毫无疑问就是做散点图，

观察点列的分布趋势，估计可能的拟合曲线。本例以人均收入（x）为自变量、以城市化水
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平（y）为因变量。散点图上的点列具有对数分布特征；通过添加各种趋势线比较，的确以

对数曲线的匹配效果最好（图 4-2-19）。 

y = 17.569Ln(x) - 74.68

R2 = 0.9227
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图 4-2-19 城市化水平与人均 GNP 的散点图及其趋势线 

 
在对数模型的数学表达式为 

xbay ln+= .                               (4-2-4) 
显然，我们只需将自变量即人均收入（x）取自然对数，然后用 lnx 与 y 回归即可（图 4-2-20）。 
 

 

 
图 4-2-20 城市化水平与人均 GNP 的原始数据及取对数后的人均收入（局部） 

 
借助数据分析中的回归功能进行回归，各项设置如图 4-2-21 所示。 
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图 4-2-21 城市化水平与人均 GNP 的线性回归选项设置 

 
回归结果在新的工作表组中给出（图 4-2-22）。 

 
图 4-2-22 城市化水平与人均 GNP 的线性回归结果（局部） 

 
从“回归结果摘要（Summary Output）”中可以读出：a=-74.6799，b=17.5694（图 4-2-22），

代入式（4）得对数模型 
6799.74ln5694.17 −= xy .                           (4-2-5) 

测定系数为 R2=0.9227，与图 4-2-19 中的初步估计结果一样。其它各种统计量都可以从回归

结果中读出。 
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将图 4-2-19 中的 x 轴变为对数刻度——操作方法与例 1 中改变 y 轴刻度的过程类似，

点列立即呈现直线分布趋势，这意味着对数模型匹配的直观效果良好（图 4-2-23）。 
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图 4-2-23 城市化水平与人均 GNP 的单对数坐标图 

4.2.3 幂指数模型 

【例 3】建筑物的周长－面积几何测度关系。城市的建筑物尺度有时无意中遵循了某种

规律，认识这种规律反过来有助于我们的城市规划和设计。由于教堂在西方是最为严肃的建

筑物，考察教堂建设“不经意”中形成的规律具有一定的学术意义和实践价值。Clapham 在

1934 年曾经发表了 1066 年以来英国被威廉征服后的 25 个罗马式教堂的地面布局规划。1973
年，S.J. Gould 从 Clapham 提供的地面布局图划中测得了这些教堂的周长（百米）和面积（百

平方米），数据见表 4-2-4。试分析这些数据、建立模型并指出规律所在。 
 

表 4-2-4 英国 25 个教堂的周长（百米）与面积（百平方米） 

周长 面积 周长 面积 周长 面积 周长 面积 周长 面积 
3.48 38.83 4.19 38.66 4.78 51.19 1.77 13.37 0.63 1.86 
3.69 43.92 2.43 17.74 1.33 6.60 0.59 2.04 0.58 1.69 
1.43 9.14 2.40 19.46 1.67 9.04 0.69 2.22 0.86 3.31 
2.05 16.66 2.72 23.00 3.14 34.27 0.50 1.46 0.41 1.13 
3.05 36.16 2.99 29.75 2.04 17.61 0.69 1.92 1.23 6.74 

数据来源：转引自 S. Weisberg 著，王静龙、梁小筠、李宝慧译《应用线性回归》，北京：中国统计出版社，

1998，156 
 

首先，以周长为自变量，以面积为因变量作散点图。点列可能服从线性模型，也可能是

乘幂模型。通过添加趋势线比较发现，以乘幂模型的拟合效果较好（图 4-2-24）。幂指数模

型的数学表达式为 

baxy = .                                (4-2-6) 

两边取得对数即可化为双对数线性关系 
xbay lnlnln += .                            (4-2-7) 

因此，我们下一步需要对 lnx 与 lny 开展线性回归分析。 
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y = 4.4764x1.6828

R2 = 0.9897
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图 4-2-24 教堂周长与面积的关系散点图及其趋势线 

 
将原始数据——教堂的周长 x 和面积 y——分别取对数（图 4-2-25）。 

 
图 4-2-25 教堂周长与面积的原始数据及其自然对数值 

 
利用“数据分析”中的“回归”功能对 lnx、lny 进行回归，各项设置见图 4-2-26，结果

见图 4-2-27。从“回归结果摘要（Summary Output）”中可以读出：lna=1.4988，b=1.6828
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（图 4-2-27），将比例系数还原得到 a=exp(1.4988)=4.4764，代入式（6）得乘幂模型 

6828.14764.4 xy = .                            (4-2-8) 

测定系数为 R2=0.9897，与图 4-2-24 中的初步估计结果一样。其它各种统计量都可以从回归

结果中读出。 

 
图 4-2-26 教堂周长与面积的双对数回归选项 

 

 
图 4-2-27 教堂周长与面积的双对数回归结果（局部） 

 

将图 4-2-24 中的 x 轴和 y 轴都变为对数刻度，点列立即呈现直线分布趋势，这意味着
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对数模型匹配的直观效果良好（图 4-2-28）。 

y = 4.4764x1.6828

R2 = 0.9897
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图 4-2-28 教堂周长与面积的双对数线性关系 

4.2.4 双曲线模型 

【例 4】世界人口的双曲线增长模型。自从罗马俱乐部提出人口危机警告以后，人口暴

增（population explosion）一直被视为全球头号问题之一。人们关心的是，全球人口是否以

马尔萨斯（Malthus）预言的指数方式增长。如果人口以指数方式增长，问题的确非常严重。

下面以世界人口的增长数据（1650－2000），以 50 年为间隔取样。考察一下这组数据服从什

么规律（表 4-2-5）。 
 

表 4-2-5 世界人口增长数据（1650-2000） 

单位：10 亿 

年份 人口 年份 人口 
1650 0.510 1965 3.354 
1700 0.625 1970 3.696 
1750 0.710 1975 4.066 
1800 0.910 1980 4.432 
1850 1.130 1985 4.822 
1900 1.600 1990 5.318 
1950 2.525 1995 5.660  
1960 3.307 2000 6.060  

数据来源：（1）Banks R B. Growth and Diffusion Phenomena: Mathematical Frameworks and Applications. Berlin 
Heidelberg: Springer-Verlag, 1994.（2）Nations Population Division. World Urbanization Prospects: Th e 2001 
Revision. United Nations. 
 

这一个例子与前面几个例子有些不同，为了模型表达的方便，我们不妨将自变量公元

纪年（x）转换成时序，转换公式为 

16500 −=−= nnnt .                            (4-2-9) 

式中 t 为时序，n 为公元纪年，n0 为初始年份的纪年，在本例中 n0=1650。数据转换以后（图
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4-2-29），以 t 为自变量，人口 y 为因变量作散点图，发现散点图呈现双曲线的分布特征（图

4-2-30）。用已知的几种模型进行尝试，发现除了高次方程（多项式）以外，其它模型的拟

合效果很差。因此，排除了线性、指数、对数、乘幂四种形式。顺便强调一次，在没有理

论或者实证依据的情况下，不要选配多项式方程。 

 

图 4-2-29 世界人口增长数据及其转换结果（1650－1990） 
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图 4-2-30 世界人口增长曲线（1650－2000） 

 
既然从图形上判断，点列具有双曲增长（hyperbolic growth）特征，不妨用双曲线进行

尝试。根据图形，首先选配反比函数之一 

btabxa
y

+∝+=
1

.                            (4-2-10) 
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根据公式，应对人口数据取倒数化为 1/y（图 4-2-29），然后以 t 为横轴、以 1/y 为纵轴作散

点图，发现点列立即形成直线（图 4-2-31）。这意味着，采用 t 与 1/y 进行线性回归是可行的。

回归选项设置见图 4-2-32，回归结果摘要见图 4-2-33。 

y = -0.0051t + 1.9

R2 = 0.9978
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图 4-2-31 世界人口增长曲线的转换结果（1650－2000） 

 
图 4-2-32 世界人口增长的反比函数回归选项设置 

 
从“回归结果摘要（Summary Output）”中可以读出：a=1.9，b=-0.0051（图 4-2-33），

代入式（10）得反比函数模型 

)1650(0051.09.10051.090.11
−−=−= nt

y
.                (5-2-11) 

测定系数为 R2=0.9978，与图 4-2-31 中的初步估计结果一样。其它各种统计量都可以从回归

结果中读出。 
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图 4-2-33 世界人口增长的反比函数回归摘要（局部） 

 
如果将年份 n 也取倒数，然后用 1/n 与 1/y 进行线性回归，可得如下模型 

3632.82339.170321
−=

ny
.                        (4-2-12) 

测定系数为 R2=0.9982，拟合优度较式（4-2-11）稍好一点。但是，我们并不采用式（4-2-12），
因为式（4-2-12）在人口预测中缺乏理论依据。 

4.2.5 Logistic 模型 

【例 5】美国城市化水平的 Logistic 曲线拟合。美国人口每隔 10 年普查一次，形成了世

界上最为完整和连续的人口时间序列，为我们研究人口城市化等问题带来了方便。但也并非

尽善尽美：1950 年，美国人对城市赋予了新的定义，并在普查中付诸实践。1970 年以后，

采用新的城市定义，此前的城市定义不再应用，从而城市人口比重的口径与以前不再一致。

因此，我们下面使用的时间序列截止于 1960 年（表 4-2-6）。 
 

表 4-2-6 美国城市化水平的时间序列（1790－1960） 

年份 城市化水平 城乡人口比 年份 城市化水平 城乡人口比 

1790 0.0513 0.0541 1880 0.2815 0.3918 
1800 0.0607 0.0646 1890 0.3510 0.5408 
1810 0.0726 0.0783 1900 0.3965 0.6570 
1820 0.0719 0.0775 1910 0.4561 0.8386 
1830 0.0877 0.0961 1920 0.5117 1.0479 
1840 0.1081 0.1212 1930 0.5614 1.2800 
1850 0.1541 0.1822 1940 0.5652 1.2999 
1860 0.1977 0.2464 1950 0.5956 1.4728 
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1870 0.2568 0.3455 1960 0.6305 1.7064 
数据来源：美国人口普查资料网站，http://www.census.gov/population。 
 

对美国城市化水平数据的散点图进行观察分析，发现除了三次方程意外，其它曲线的拟

合效果很差。不过在理论上我们知道城市化水平服从 logistic 曲线，可用 logistic 模型进行回

归。标准的 logistic 模型表达式为 

btae
cy

−+
=

1
.                            (4-2-13) 

式中 y 为城市化水平，t 为时间，b 为相对增长率，c 为饱和值，a 为系数。将上式变形为 

btae
y
c −=−1 ,                            (4-2-14) 

两边取自然对数化作 

bta
y
c

−=− ln)1ln( .                        (4-2-15) 

城市化水平即城市人口比重的最大值是 100%，故不妨取 c=1。为了模型表达的方便，

我们将自变量公元纪年（n）转换成时序，转换公式为 

17900 −=−= nnnt .                       (4-2-16) 

式中 t 为时序（注意间隔为 10 年），n 为公元纪年，n0 为初始年份的纪年，在本例中 n0=1790。
然后将因变量化为 ln(1/y-1)，全部转换数据见图 4-2-34。以 t 为横轴，以 ln(1/y-1)为纵轴，

作散点图并添加趋势线（选择“线性”），发现拟合效果良好（图 4-2-35）。接着利用 t 与 ln(1/y-1)
作线性回归分析，回归选项设置见图 4-2-36，回归结果摘要见图 4-2-37。 

 
图 4-2-34 美国城市化水平数据及其转换结果（1790－1960） 
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ln(1/y-1) = -0.2238t + 3.0165

R2 = 0.9839
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图 4-2-35 美国城市化水平数据转换结果的线性拟合（1790－1960） 

 
图 4-2-36 美国城市化水平 Logistic 拟合的选项设置 

 

从“回归结果摘要（Summary Output）”中可以读出：lna=3.0165，b=-0.0224（图 4-2-37），
代入式（4-2-15）得反比函数模型 

t
y

0224.00165.3)11ln( −=− .                      (4-2-17) 

测定系数为 R2=0.9839，与图 4-2-35 中的初步估计结果一样。将上式化为 

tt ee
y

0224.00224.00165.3 4192.2011 −− ==− ,                   (4-2-18) 

移项并取倒数得到 Logistic 模型 
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ty 0.0224-20.4192e1
1

+
= .                         (4-2-19) 

根据这个模型，美国城市化水平的饱和值将会达到 100%左右。 
 

 
图 4-2-37 美国城市化水平 Logistic 拟合结果（局部） 

 
问题在于，并非每一个国家的城市化水平的饱和值都能达到 1，我们可以定性的估计现

实的饱和值，比方说取 c=0.8。客观地确定饱和值是困难的，一个可取的办法是根据现有数

据的趋势进行估计。具体办法如下： 
⒈ 在一个单元格（比方说 G1）中任设一个可取的参数值（比方说取 1）。 
⒉ 选定一列单元格（比方说 E2 : E19）作为数据变换区。 
⒊ 在选定变换区的第一个单元格（E2）中键入公式“=LN($G$1/B2-1)”（显然，这里

选中 G1 单元格后按 F4 功能键），回车，得到第一个变换结果（2.9174…）。抓住该单元格

即 E2 的右下角，双击鼠标左键，或者按住左键下拉，得到全部变换结果。当然，这里取 c=1，
结果与 ln(1/y-1)没有任何区别（图 4-2-38）。 

 

图 4-2-38 美国城市化水平数据的变换（局部） 
     

⒋ 以 t 为横轴（C 列），以 ln(c/y-1)为纵轴（E 列），作散点图，然后添加趋势线（选“线

性”）。散点图见图 4-2-39。 
⒌ 在预设的单元格 G1 中改变参数，每改变一次，散点图（图 4-2-39）中拟合优度 R2

值都会跟着改变。如果下调 c 值 R2 减小，则下一步将 c 值上调，反之则仍然下调。图 4-2-39
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中示意的是取 c=0.8 时的结果。 

ln(c/y-1) = -0.0254t + 2.8817

R2 = 0.9892

-2

-1

0

1

2

3

4

0 50 100 150 200

时序

l
n
(
c
/
y
-
1
)

 
图 4-2-39 美国城市化水平的 Logistic 拟合（取 c=0.8） 

 
    ⒍ 反复调整 G1 中的 c 值，直到拟合优度令人满意为止。结果发现，当取 c=0.75 时，

拟合优度达到 R2=0.99，基本上可以了。需要注意的是，拟合优度并非越大越好，饱和值 c
的大小必须符合实际。最后，利用 t 与 ln(0.75/y-1)进行线性回归，得到 Logistic 模型如下 

0.0269t-.5482e711
0.75

+
=y .                         (4-2-20) 

根据这个模型，美国城市化水平的饱和值大约为 75%左右。 
当然，还有其他办法可以用于确定 logistic 模型的饱和参数，例如，多元非线性自回归

方法。 

ln(c/y-1) = -0.0269t + 2.865

R2 = 0.99
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图 4-2-40 美国城市化水平的 Logistic 拟合（取 c=0.75） 

 

4.2.7 指数模型（II）――反 S 曲线 

【例 7】世界人口的对数双曲线增长模型。我们在例 4 中用反比函数拟合世界人口增长，

现在我们用另外一种模型试验一下，比较两种结果的优劣，以便从中遴选更为合适的预测
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模型。我们在指数模型里讲了指数模型的第二种形式，即 

xbaey /= .                              (4-2-21) 

让我们借助这个模型结构模拟世界人口增长的趋势，不过要灵活处理。 
从图 4-2-30 看来，世界人口分布是双曲线形式；但是，如果将自变量与因变量的位置

对换，即以人口为自变量、时间或者时序为因变量，作散点图，图像表明点列具有指数 II
即式（4-2-21）形式（图 4-2-41）。但是，如果拟合指数 II，需要将时序 t 取对数，时序包含

有 0 数值，无法取对数，故这里不用时序，改用公元纪年。 
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图 4-2-41 颠倒世界人口与时序变量位置的散点图 

 
数据变换的方法如下，将人口变量取倒数化为 1/y，公元纪年取对数，化为 lnn。为了

试验操作的方便，可以对数据进行适当的排列（图 4-2-42）。 

 

图 4-2-42 世界人口的变换数据 
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以人口倒数 1/y 为自变量，以公元纪年为因变量，作散点图，发现点列分布貌似直线，

添加直线趋势线，拟合效果良好；但是，添加指数趋势线，拟合效果更好（图 4-2-43）。这

意味着，如果以公元纪对数为因变量，可以得到更为明确的线性关系。事实上也正是如此

（图 4-2-44）。 

n = 2030.3e-0.1074/y

R2 = 0.9985
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图 4-2-43 交换变量之后的世界人口指数 II 拟合（图中的变量符号经过了改写） 

ln(n) = -0.1074/y + 7.6159

R2 = 0.9985
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图 4-2-44 世界人口倒数与相应年份对数的线性关系 
2030.2845  

 
以 1/y 为自变量，以 lnn 为因变量进行线性回归，回归选项设置根据图 4-2-42 所示的排

列决定（图 4-2-45）。确定之后，得到模型式（4-2-21）的全部统计参数（图 4-2-46）。 
从回归结果中可以读出截距为 7.61593，斜率为-0.10737，故模型可以表作 

y
n 1074.06159.7ln −= ,                         (4-2-22) 

容易将上式化为 

yen /1074.02845.2030 −= .                         (4-2-23) 

结果与图 4-2-43 中给出的初步估计一样。 
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图 4-2-45 世界人口倒数与年份对数的回归选项设置 

 

 
图 4-2-46 交换变量之后的世界人口指数 II 拟合的回归结果（局部） 

 
现在的问题是，我们要以时间为自变量、人口为因变量进行预测，所以式（4-2-23）并

不是我们想要的数学表达，可以将式（4-2-22）直接化为 

nn
y

ln3138.99336.70
1

ln6159.7
1074.0

−
=

−
= .                 (4-2-24) 

或者将上式表作 
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n
y

ln3138.99336.701
−= .                        (4-2-25) 

不妨将这种方程命名为对数双曲线增长模型。 
从这个例子中我们可以受到如下启示： 
第一，自变量的表示是可以灵活地做等价处理的，关键是表达的直观和方便。 
第二，回归模型的运用方式也是灵活的，我们可以将一种模型用于建模的中介过程。

至于最终结果，可能是该模型的反函数，也可能是其它变换形式。 
下面在讲述一个灵活利用非线性模型进行回归的实例。 

4.2.8 指数模型与 logistic 模型 

【例 8】利用城乡人口比的指数增长模型建立城市化水平的 logistic 模型。刻画一个区

域的城市化发展程度，可以采用两种等价的测度。一是城市化水平，即城市人口比重，定

义为 y=u/(u+r)；二是城乡人口比，即城市人口与乡村人口的比重，定义为 x=u/r。这里 u 表

示城市人口，r 表示乡村人口。容易证明，城乡人口比 x 与城市化水平 y 的转换关系为 

11/
/

+
=

+
=

+
=

x
x

ru
ru

ru
uy ,                        (4-2-26) 

或者 

y
yx
−

=
1

.                                (4-2-27) 

只要我们能够建立城乡人口比 x 的增长的模型，将其代入式（4-2-26），就可以得到城市化

水平的增长模型。关于美国的城乡人口比数据，我们在表 4-2-6 已经给出——即便没有直接

给出，也可以借助式（4-2-27）将城市化水平数据换算为城乡人口比数据（图 4-2-47）。 

 
图 4-2-47 美国城乡人口比数据及其转换结果（1790－1960） 
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在 Excel 中，数据的预备工作主要是将城乡人口比取对数。利用数据变换和相应的散点

图反复尝试，发现采用指数增长函数拟合美国城乡人口比的数据变化最为合适（图 4-2-48）。
以时序 t 为自变量，城乡人口比 x 为因变量，得到如下指数增长模型 

tex 0224.0049.0ˆ = .                           (4-2-28) 

相关系数平方 R2=0.9838。将式（4-2-28）代入式（4-2-26）得到 

tee
ey 0224.00224.0

0224.0

4082.201
1

1049.0
049.0ˆ

−+
=

+
= ,                  (4-2-29) 

比较式（4-2-29）和式（4-2-19）可知，两个模型基本一样，只有反映城市化水平初始值信

息的参数 a 稍有差别。不同之处源于计算误差。只要我们将式（4-2-28）的系数精确到小数

后 7 位，即取 0.0489734，其倒数就是 20.4192，与例 5 的系数一样。可见，利用城乡人口

比建立 logistic 模型与直接建模的结果完全等价。 

x = 0.049e0.0224t

R2 = 0.9839
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图 4-2-48 美国城乡人口比的指数增长曲线及其模型匹配（1790－1960） 

 
如果我们不开展进一步的统计检验，有关模型参数估计工作可以到此为止。假如需要

详细的统计检验分析，则可以进行线性回归运算。以年份转换的时序为自变量，以城乡人

口比对数为因变量，进行一元线性回归（图 4-2-49），结果如下（图 4-2-50）。比较图 4-2-50
与图 4-2-37 可以发现，除了回归系数和相应统计量的符号不同之外，其他方面——包括参

数估计的绝对值——完全一样。 
从回归结果中读出参数估计值 b0=-3.01648，b=0.02238。由截距得 exp(b0)=0.0489734，

取倒数便是 a=1/exp(b0)=20.4192。将这些数值代入式（4-2-13），且取饱和值 c=1，立即得到

式（4-2-19）。当然，也可以首先建立城乡人口比的指数增长模型，然后利用关系式（4-2-26）
将其转换为 logistic 模型。 

由此得到如下启示：其一，在数学建模过程中，掌握基本的数学变换知识是非常重要

的，有关知识可以帮助我们采用更为便捷的建模途径。其二，通过数学变换关系，我们可

以了解更多的系统信息。其三，数学变换关系有时会受到局限。以城市人口比和城市化水

平的变换为例，我们只能处理饱和参数 c=1 的情形。当饱和值不为 1 的时候，我们就只能

走其他途径了。 
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图 4-2-49 美国城乡人口比指数回归的选项设置 

 

 
图 4-2-50 美国城乡人口比的指数拟合结果（局部） 

§4.3 常见实例——一变量化为多变量的情形 

4.3.1 多项式模型 

【例 1】消防队距离与火灾损失模型。在一个城市里，居民的火灾损失与居户到消防队

的距离有关。一般说来，到消防队的距离越远，消防人员赶来救火的时间差就越大，从而火
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灾损失也就越大。假定保险公司希望了解居民地理分布与火灾损失的数量关系，从而更加合

理地制定火灾保险金额。因为火灾损失越大，保险公司的赔偿越多，从而客户投保的费用也

理当越高。为了揭示火灾损失与居民分布的地理数学关系，保险公司派人调查了一系列统计

数据（表 4-3-1）。试分析这些数据的变化规律，并帮助保险公司解决他们希望解决的问题。 
 

表 4-3-1 到消防队的距离（km）与火灾损失（千元） 

距离 3.4 1.8 4.6 2.3 3.1 5.5 0.7 3.0 2.6 4.3 2.1 1.1 6.1 4.8 3.8
损失 26.2 17.8 31.3 23.1 27.5 36 14.1 22.3 19.6 31.3 24 17.3 43.2 36.4 26.1

数据来源：何晓群，刘文卿编著《应用回归分析》，北京：中国人民大学出版社，2001，p19。 
 

从散点图上看来，到消防队的距离与火灾损失的之间可能是线性关系（图 4-3-1）。但是，

由于样品数量有限（n=15），并不能完全肯定。回归的结果表明，线性（Linear）关系的拟

合效果较之指数、对数、乘幂等模型的效果要好（图 4-3-1）。 

y = 4.9193x + 10.278

R2 = 0.9235
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图 4-3-1 到消防队的距离与火灾损失的线性关系 

 
下面我们利用这种数据作多项式回归分析。首先在散点图上添加趋势线，选择 2 阶多

项式（图 4-3-2），得到初步的估计结果（图 4-3-3），方程式的形式为 

2
21 xbxbay ++= .                             (4-3-1) 

将到消防队的距离 x 取平方（图 4-3-4），然后以 x 和 x2 为自变量，以火灾损失 y 为因变量，

作二元线性回归（图 4-3-5）。具体方法参见“利用 Excel 进行多元线性回归分析”一章。 
从二元线性回归结果中可以读出 a=13.3395，b1=2.64，b2=0.3376，从而建立如下方程 

23376.064.23395.13ˆ xxy ++= .                      (4-3-2) 

测定系数为 R2=0.9347（图 4-3-6）。模型表达形式与图 4-3-3 所示的初步估计一样。 
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图 4-3-2 到消防队的距离与火灾损失的二次多项式趋势线 

 

y = 0.3376x2 + 2.64x + 13.34

R2 = 0.9347
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图 4-3-3 到消防队的距离与火灾损失的二次多项式曲线（抛物线） 

 
在图 4-3-2 中，多项式的阶数默认值为 2。将“阶数”改为 3，可得三次方程的估计结

果。在回归分析中以 x、x2、x3 为自变量（图 4-3-4），以 y 为因变量，可得三元线性回归结

果（图 4-3-7）。 
但是，从图 4-3-6 所示的回归结果中可以看到，对于二阶多项式，回归系数的 t 值偏低，

或者说 P 值偏高，置信度只有 85%左右。对于三阶多项式，回归系数的 t 值更低，P 值更高，

有的回归系数的 P 值高达 0.6 以上，根本无法置信。 
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图 4-3-4 将“到消防队的距离”取平方、立方 

 

 
图 4-3-5 到消防队的距离与火灾损失的二次多项式回归选项设置 

 
综合上述分析可知，对于本例，可取的模型实际上是一元线性回归模型。一元线性回

归实际上多项式回归的特例，相当于一阶多项式。在有些数学软件如 Matlab 中，可以借助

多项式回归估计一元线性回归模型的参数，办法是取多项式阶数为 1。不过，在 Excel 里不

可以这样操作。 
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图 4-3-6 到消防队的距离与火灾损失的二次多项式回归结果（局部） 

 

 
图 4-3-7 到消防队的距离与火灾损失的三次多项式回归结果（局部） 
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4.3.2 指数－抛物线模型 

【例 2】城市人口密度的二次指数模型。我们在例 1 中谈到，城市人口密度一般采用负

指数模型，这个规律最早由 Clark 于 1950 年代发现。但 1960 年代，Newling 提出了另外一

种模型，即二次指数模型 
2cxbxaey += .                               (4-3-3) 

我们现在考察一下，将例 1 的数据拟合到 Newling 模型的效果如何。将式（4-3-3）取对数，

得到一条抛物线，或者说是二阶多项式 

2lnln cxbxay ++= .                           (4-3-4) 

首先对数据进行整理，计算出距离平方 x2 和人口密度对数 lny（图 4-3-8）。这些工作主要是

为后面的计算作预备。 
 

 
图 4-3-8 变换后的 Boston 人口密度数据 

 
作为尝试，以距离 x 为自变量，以人口对数 lny 为因变量，作散点图，并且选择二次多

项式添加趋势线，显示公式和 R 平方值。结果表明拟合效果与变换前的负指数模型效果大

致相当（图 4-3-9）。二次多项式的模型表达式 

20002.02874.0548.10ˆln xxy −−= .                     (4-3-5) 

相关系数平方 R2=0.9922。 
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y = -0.0002x2 - 0.2874x + 10.548

R2 = 0.9922
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图 4-3-9 Boston 人口密度对数相对于距离的二次多项式趋势线 

 
以距离 x 和距离平方 x2为自变量，以人口密度对数 lny 为因变量，进行二元线性回归分

析，回归选项设置见图 4-3-10，回归结果见图 4-3-11。从图中可以读出 lna=10.54848，
b1=-0.28741，b2=-0.00022。结果与图 4-3-9 中给出的初步估计完全一样。还原截距为模型系

数得到 a=exp(10.54848)=38119.5346。将参数估计值代入式（4-3-3）得到 
20002.02874.05346.38119ˆ xxey −−= .                         (4-3-6) 

测定系数 R2=0.9922。表面看来，相对于 Clark 模型，Newling 模型的拟合优度似乎更高一些。

可是，这个模型的二次项的回归系数的 P 值高达 0.9 以上，置信度不到 10%，其数值难以

采信。 

 
图 4-3-10 Boston 人口密度 Newling 模型的回归选项设置 

 
在实际的人口密度分析过程中，我们不提倡采用 Newling 模型形式，问题在于如下几个
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方面。 
第一，Newling 是一个三参数模型，而 Clark 模型是一个二参数模型。参数不同，二者

的拟合优度不便于直接比较。Newling 模型的拟合优度更高，并不表明这个模型较之于 Clark
模型更为可取。 

第二，在现实中，Newling 经常导致荒谬的结果：当人口密度下降到一定程度以后，会

于远郊区的某个位置转而上升，而且很快上升到与城市中心人口一样的密度。原因非常显

然，在 Newling 模型的指数项中，给出的实际是一条抛物线形式。 
第三，Newling 模型较之于 Clark 模型更复杂，不便于演绎变换和推理。这个模型投入

的参数更多，但由此得到的解释功能未必更强。 
 

 
图 4-3-11 Boston 人口密度的 Newling 模型回归结果（局部） 

4.3.3 三参数 logistic 模型 

【例 3】三参数 logistic 模型参数的估计方法。当 logistic 增长的饱和值取 c=1 时，我们

得到的是二参数 logistic 模型。在这种情况下，利用式（4-2-15）很容易通过线性回归估计

模型参数 a 和 b，从而建立 logistic 预测方程。但是，当饱和参数 c 的数值预先不知道的时

候，参数计算就比较麻烦了，有时需要根据经验预先设定一个参数。人们常常人为地假定

一个区域的城市化水平饱和值为 70%、80%或者 90%。然后，将这些想象的数值代入式

（4-2-15）进行线性回归分析。可是，这种方法给出的模型参数具有很大的主观性。能否找

到一种相对客观的方法，据以确定 logistic 模型的三个参数呢？我们不妨进行一次试验。 
首先，对 logistic 增长函数即式（4-2-13）求导，得到一个二阶 Bernouli 方程 

2)1(
d
d y

c
bby

c
yby

t
y

−=−= .                         (4-3-7) 

将上面的微分方程离散化，化为差分形式 
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2
11

1
−−

− −=
Δ
−

=
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tt y

c
bby
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yy

t
y

.                      (4-3-8) 

上式还可以进一步化为 

2
11)1( −−

Δ
−Δ+= ttt y

c
tbytby .                        (4-3-9) 

对于逐年统计的数据，时间间隔∆t=1；对于 10 年一次的普查数据，时间间隔∆t=10。其余情

况以此类推。 
可以看出，式（4-3-8）和式（4-3-9）可以视为两条抛物线方程，也可以视为截距为 0

的二次多项式函数。因此，以 yt-1和 yt-1
2 为自变量，以∆y/∆t 或者 yt 为因变量，可以开展二

元线性回归分析。经验表明，logistic 过程越是典型，采用这种方法效果越好。下面以美国

城市化数据为例，给出完整的回归运算。作为人口开放型的国家，美国的城市化过程不是

很典型的 logistic 过程。不过，借助于这些数据说明一种方法的应用思路没有问题。 
 
第一种建模途径——以滞后一期的城市化水平 yt为因变量 
第一步，整理数据。用 yt-1代表 1790－1950 年的数据，用 yt 代表滞后一期的数据即 1800

－1960 年的数据。注意，对于美国人口普查，一期滞后为 10 年。计算出城市化水平的平方

值 yt-1
2，以及城市化水平的增长率∆y/∆t。这个增长率实际上是城市化水平的差分与年份差

分的比值（图 4-3-12）。 

 
图 4-3-12 美国城市化水平的数据重排结果 

 
第二步，曲线拟合。首先借助式（4-3-9）估计 logistic 方程的参数。方法如下，以 1790

－1950 年的城市化水平 yt-1 为自变量，以 1800－1960 年的城市化水平 yt为因变量，画出散

点图，并且添加多项式的趋势线。首先，在“添加趋势线”的类型中选择二阶“多项式”。

然后，在“选项”中选择显示公式和 R 平方值，同时要注意选择“设置截距（S）=0”（图

4-3-13）。设截距为 0 的原因在于，关于城市化的 logistic 方程中没有代表截距的参数。 
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图 4-3-13 美国城市化水平二次多项式拟合的选项设置 

 
确定之后，得到一个二阶多项式方程（图 4-3-14），由此得到如下数学模型 

2
11 4779.03232.1ˆ −− −= ttt yyy .                      (4-3-10) 

相关系数平方 R2=0.9953。 

yt = -0.4779yt-1
2 + 1.3232yt-1

R2 = 0.9953
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图 4-3-14 美国城市化水平的二次多项式趋势线 

 
第三步，参数估计和建模。对于 10 年一次的人口普查数据，时间间隔为∆t=10。比较

式（4-3-9）和式（4-3-10）可知 
3232.1101 =+ b , 4779.0/10 =cb . 

因此，b=0.03232，c=0.3232/0.4779=0.67629。另一方面，根据式（4-2-13），当 t=0 时，我们

有 
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1
0
−=

y
ca .                              (4-3-11) 

式中 y0 为初始年份即 1790 年的城市化水平，即有 y0=0.0513。据此可以估计 a=0.67629/0.0513 
- 1=12.183。于是我们得到 logistic 模型 

te
y 03232.0183.121

67629.0ˆ
−+

= .                         (4-3-12) 

第四步，模型检验与校正。当我们采用式（4-3-12）进行预测的时候，效果很不理想—

—计算值与观测值数据不匹配。究其原因，主要在于，利用式（4-3-11）估计模型参数 a 在

理论上是可行的，但实际工作中却容易出现偏差。只有当第一个数据点 y0 刚好位于趋势线

上的时候，这种参数估计才是有效的，否则结果不准确。 
一个解决办法是，利用全部数据求平均结果。将式（4-2-15）变换为 

])1exp[ln( bt
y
ca +−= .                          (4-3-13) 

式中 t 为时序，y 为历次普查的城市化水平。将各个年份的数据代入上式，得到 18 个参数 a
的估计值，求平均，得到 ā=21.545。于是，方程式（4-3-12）修正为 

te
y 03232.0545.211

67629.0ˆ
−+

= .                         (4-3-14) 

这个模型的预测值与计算值大体匹配，故可以接受。不足之处是饱和参数值有些偏低。 

 
图 4-3-15 美国城市化水平的二次多项式回顾的选项设置 

 
第二个解决办法，在第三步的计算结果中，我们只保留参数估计值 c=0.67629，其他关

于 a 的数值和 b 的数值都放弃不用。将 c=0.67629 代入式（4-2-15），然后以时序 t 为自变量，

以 ln(0.67629/y-1)为因变量，开展一元线性回归，重新估计 a 值和 b 值。结果是 a=18.1978，
b=-0.0306。于是，方程式（4-3-12）修正为 
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te
y 0306.01978.181

67629.0ˆ
−+

= .                         (4-3-15) 

相关系数平方 R2＝0.9853。这个模型的预测效果更好一些。 
第五步，详细的回归分析。以 1790－1950 年的城市化水平 yt-1 及其平方 yt-1

2 为两个自

变量，以 1800－1960 年的城市化水平 yt 为因变量，开展多元线性回归（本质上是多元非线

性自回归）。注意，在回归选项中选中“常数为零（Z）”，因为我们的多项式没有截距（图

4-3-15）。回归结果见图 4-3-16。各个参数对应的统计量都可以通过检验。残差序列的 DW
值为 2.43，在 0.05 显著性水平上也可以通过检验。 

 

 
图 4-3-16 美国城市化水平的二次多项式回归结果（局部） 

 
第二种建模途径——以城市化水平的变化率∆y/∆t 为因变量 
整个建模和分析的步骤与上一种途径一样，所不同的是改变了因变量。以 1790－1950

年的城市化水平 yt-1 为自变量，以 1790－1960 年的城市化水平增长率∆y/∆t 为因变量，画出

散点图，并且添加多项式的趋势线（图 4-3-17）。 
在“添加趋势线”的类型中选择二阶“多项式”，在“选项”中选择显示公式和 R 平方

值，同时要注意选择“设置截距（S）”为 0。确定之后，得到一个二阶多项式方程，或者抛

物线方程 

2
11 04779.003232.0

ˆ
−− −=

Δ
Δ

tt yy
t
y

.                      (4-3-16) 

相关系数平方 R2=0.5694。比较式（4-3-8）和式（4-3-16）可知 
03232.0=b , 04779.0/ =cb . 

于是 c=0.03232/0.04779=0.67629。其他计算和处理与第一种途径完全一样，不再赘述。 
可以看到，虽然两套模型拟合优度不一样，但参数估计结果完全等价。式（4-3-10）的

变异系数 0.0464，而式（4-3-16）的变异系数 0.4293。前者的精度大远大于后者。不过，比

较图 4-3-14 和图 4-3-17 可知，第一套模型拟合偏差和离差都比较小，第二套模型的拟合离
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差虽然较大，但偏差不大。事实上，两种途径在理论上等价，在经验上也可以相互替代。 

yt = -0.04779 yt-1
2 + 0.03232 yt-1

R2 = 0.56935

-0.001
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图 4-3-17 美国城市化水平增长率的抛物线拟合 

4.3.4 Gamma 模型 

【例 4】城市人口和相应用地密度的 gamma 模型。前面讲到，城市人口密度的空间分

布一般采用 Clark 的负指数模型刻画。如果城市用地很不均匀，可以考虑在模型引入一个表

示城市用地密度的函数作为权函数。城市用地密度一般服从幂指数分布。因此，引入用地

密度权函数之后，整个模型变成了 gamma 模型 

0/2 xxD ekxy −−= ,                            (4-3-17) 

式中 x 为到城市中心地的距离，y 为人口密度，k 为比例系数，D 为刻画城市用地形态的维

数，x0 为反映城市特征半径的参数。在公式两边取对数得到线性形式 

0
ln)2(lnln

x
xxDky −−+= .                       (4-3-18) 

这样，我们以距离和距离的对数为两个自变量，以人口密度对数为因变量，可以借助二元

线性回归估计模型参数。不妨仍以 Boston 人口密度数据予以说明。 
首先根据模型的表达形式对数据进行整理和预备。将距离和人口密度取自然对数，并

且按照一定的规律排列，以便于回归设置中的数据调遣（图 4-3-18）。回归选项与普通的线

性回归没有区别（图 4-3-19）。最后的结果如图 4-3-20 所示。 
将线性回归给出的参数估计值赋予式（4-3-18）可得 

xxy 3148.0ln13877.050811.10ˆln −+= .                 (4-3-19) 

比较式（4-3-18）和式（4-3-19）得知 

13877.02 =−D , 3148.01

0
=

x
, 

从而 

13877.2=D , 1665.30 =x . 
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由此判断城市的特征半径约为 3.1665 英里，或者 5.096 公里。模型系数 k=exp(10.50811) 
=36611.0815。于是 gamma 模型可以表作 

1665.3/1388.20815.36611ˆ xexy −= .                        (4-3-20) 

不过，回归系数 D-2 的 t 值较低，或者 P 值较高，这个数值的置信度约为 90%左右。 

 
图 4-3-18 第二次变换后的 Boston 人口密度数据 

 

 
图 4-3-19 Boston 人口密度 gamma 模型回归分析的选项设置 
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图 4-3-20 Boston 人口密度的 gamma 模型回归结果（局部） 

 
理论上，城市用地形态的维数 D≤2，当 D=2 时，结果返回负指数模型。但是，这里估

计的结果却是 D>2。这个数值不好解释。实际上，对于 Boston 人口密度而言，采用 gamma
函数不太理想。不过，有些城市，如中国的杭州，其人口密度分布采用 gamma 函数描述就

令人满意。 

§4.4 常见实例——多变量的情形 

4.4.1 Cobb-Douglas 生产函数 

【例】城市或者地区的供水－用水生产函数。人们一般认为，Cobb-Douglas 式生产函

数主要用于经济学领域，这是一种误解。的确，生产函数最先由经济学家构建。但是，大

量的研究表明，生产函数是自然与人文系统中广泛存在的一类反映系统输入－输出关系的

先验形式。我们既可以用生产函数刻画社会经济系统的投入和产出关系，也可以用它描述

环境和生态系统的输入和响应过程。当然，在人文和自然的交叉领域，这种模型也有很多

的应用场合。不妨举例说明。 
近年来，河南省各地市的用水来源主要是地表水和地下水，并且以地下水为主。其他

方面的供水量小，可以不予考虑。用水部门可以概略地分为三个：农林渔业用水（简称农

业用水）、工业用水和城乡生活环境综合用水（简称生活用水）。以 2004 年为例，只要将有

关数据列表，各地市水的供给和需求关系就比较明确（表 4-4-1）。现在我们希望进一步了解，

地表水和地下水供给上述三个部门的整体分配情况。这方面的信息从表格中不能直接看出，

我们可以借助多元回归分析进行解析。 
 

表 4-4-1 河南省流域、行政分区供用耗水统计表（2004 年） 
单位：亿立方米 
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供水量 用水量 市地名称 

地表水 

（x1） 

地下水 

（x2） 

交叉 

（x1x2）

农林渔业

（y1） 

工业 

（y2） 

城乡生活环境综合 

（y3） 

郑州 4.245 9.520 40.412 6.426 3.816 3.524 
开封 4.586 7.600 34.854 9.220 1.307 1.659 
洛阳 4.716 8.480 39.992 5.316 4.758 3.122 
平顶山 4.570 4.491 20.524 4.755 2.243 2.063 
安阳 4.649 11.575 53.812 12.687 1.849 1.689 
鹤壁 1.088 3.415 3.716 3.226 0.817 0.460 
新乡 7.414 11.478 85.098 14.466 2.356 2.076 
焦作 3.635 8.135 29.571 7.800 2.643 1.327 
濮阳 6.512 4.794 31.219 8.150 1.676 1.480 
许昌 3.357 4.528 15.200 3.780 2.391 1.715 
漯河 0.569 3.715 2.114 2.124 1.085 1.074 
三门峡 1.616 2.062 3.332 1.549 1.107 1.063 
南阳 12.737 9.530 121.384 10.369 8.208 3.691 
商丘 1.691 8.912 15.070 6.744 1.439 2.419 
信阳 14.419 2.122 30.597 12.244 1.687 2.609 
周口 2.297 10.660 24.486 8.314 1.390 3.253 
驻马店 2.039 7.227 14.736 5.925 0.827 2.515 
济源 1.214 1.059 1.286 1.450 0.569 0.252 
资料来源：河南省 2004 年水资源公报（河南省水利网：http://www.hnsl.gov.cn/）。 
 

多次的试验和对比分析表明，河南省各个地区供水－用水关系满足 Cobb-Douglas 型生

产函数，即有 

21
21
bb

j xaxy = .                              (4-4-1) 

上式两边取对数，可以转换为对数线性模型 

2211 lnlnlnln xbxbay j ++= .                       (4-4-2) 

式中 x1 表示地表水供水量，x2 表示地下水供水量，yj 表示某种部门的用水量（j=1,2,3），a
为比例系数，b 为幂指数。分别以地表水对数（lnx1）和地下水对数（lnx2）为两个自变量，

以农业用水对数（lny1）、工业用水对数（lny2）和生活用水对数（lny3）为因变量，逐次开

展多元逐步回归分析，估计模型参数，即可得到我们需要模型。 
下面以农林渔业部门用水为例，具体说明。首先整理数据，主要是各变量取对数（图

4-4-1）。回归选项设置如图 4-4-2 所示，回归结果如图 4-4-3 所示。 
根据参数估计值，农业用水的回归模型为 

211 ln5248.0ln4868.0265.0ˆln xxy ++= .                 (4-4-3) 

相关系数平方为 R2=0.833。双对数关系的好处是无需计算标准化回归系数，我们直接可以通

过常规回归系数判断供水量的分配比例问题。转换为幂次生产函数形式就是 

5248.0
2

4868.0
11 3035.1ˆ xxy = .                         (4-4-4) 

根据上面的模型，农业用水总体上以地下水为主。 
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图 4-4-1 河南省城市供水农林用水的数据整理 

 

 
图 4-4-2 河南省城市供水农林用水的回归选项设置 

 
类似地，不难建立工业用水和生活用水的生产函数模型。对于工业用水，回归模型为 

212 ln3667.0ln4342.05701.0ˆln xxy ++−= .                 (4-4-5) 

相关系数平方为 R2=0.598。转换为二变量幂指数函数形式可得 
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3667.0
2

4342.0
12 5655.0ˆ xxy = .                          (4-4-6) 

根据这个的模型，工业用水总体上以地表水为主。 
对于生活用水，对数线性回归模型为 

213 ln5935.0ln3286.08901.0ˆln xxy ++−= .                 (4-4-7) 

相关系数平方为 R2=0.652。转换为生产函数形式便是 

5935.0
2

3286.0
12 4106.0ˆ xxy = .                         (4-4-8) 

根据这个模型，生活用水总体上也是以地下水为主。 
 

 
图 4-4-3 河南省城市供水农林用水的回归结果（局部） 

 
最后特别强调，对于这类模型的建设，参数的统计量检验特别是 t 检验往往非常重要。

如果回归系数的 P 值太高或者 t 统计量很低，模型一般存在先天缺陷。但是，对于表 4-4-1
所示的例子，DW 检验没有太大意义。原因是，这类数据与美国城市化水平之类的数据不同，

城市化水平在时间上有固定的顺序，回归过程中不同年份的数据不允许打乱；这类数据与

Boston 人口密度数据也不一样，城市人口密度分布在空间上具有固定的顺序，回归过程中

不同距离的数据也不允许打乱。可是，在表 4-4-1 中，不同的地区或者城市可以任意改变先

后排列顺序，无论怎样改变样品的位置，模型参数估计结果都不会受到任何影响。 
可是，DW 检验是依赖于样品排列顺序的。改变样品的先后顺序，模型从残差序列就会

改变，从而 DW 值也会改变。在这种情况下，DW 统计量没有意义，故无需进行 DW 检验。 
不过，如果我们不是借助不同地区的数据建立模型，而是基于某个地区的不同年份的数

据开展多元回归分析，则 DW 检验就有意义了。 
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4.4.2 带有交叉变量的回归模型 

如果一个问题存在两个以上的解释变量，而这些解释变量之间存在相互作用、系统耦合

关系或者逻辑上的交叉关系，那就会出现非线性表达问题。换言之，只要系统中存在不可忽

略的非线性，只要解释变量之间反映了某种相互依存关系或者相互作用机制，在线性回归过

程中就要考虑变量交叉。变量交叉与回归分析中的非线性是一个问题的两个方面，不妨举例

说明。 
假定用两个自变量 x1 和 x2 解释一个因变量 y，在不存在变量交叉的情况下，我们有如

下线性回归方程 

2211 xbxbay ++= .                            (4-4-9) 

如果考虑变量交叉，方程就包括代表相互作用的非线性项 

212211 xcxxbxbay +++= .                       (4-4-10) 

式中 a 为截距，b、c 均为常系数，交叉项 xy 意味着系统中存在某种耦合（coupling）和相

互作用关系。 
如果自变量更多，则会出现更多的交叉项。这类问题在回归分析的技术处理方面很简单，

只需要将交叉项视为一个变量即可。问题在于，何时需要引入变量交叉？何时不引入交叉

项？这类问题涉及诸多方面的知识，有兴趣者可以查阅相关的教科书。 
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第 5 章 主成分分析 
 
主成分分析、因子分析等在多元统计分析中属于协方差逼近技术。主要是从协方差矩阵

出发，实现一种正交变换，从而将高维系统表示为低维系统，在此过程中可以揭示研究对象

的许多性质和特征。主成分分析的结果可以用于回归分析、聚类分析、神经网络分析等等。

只要懂得线性代数中二次型化为标准型的原理，就很容易掌握主成分分析的原理，进而掌握

因子分析的原理。在理解正交变换数学原理的基础上，我们可以借助 Excel 开展主成分分析。

为了清楚地说明主成分的计算过程，不妨给出一个简单的计算实例。 
【例】2000 年中国各地区的城、乡人口的主成分分析。这个例子只有两个变量（m=2）：

城镇人口和乡村人口；31 个样品：即中国的 31 个省、自治区和直辖市（n=31）。资料来自

2001 年《中国统计年鉴》，为 2000 年全国人口普查快速汇总的 11 月 1 日零时数。由于变量

太少，这个例子仅仅具有教学意义——简单的实例更容易清楚地展示计算过程的细节。 

§5.1 计算步骤 

5.1.1 详细的计算过程 

首先，录入数据，并对数据进行适当处理（图 5-1-1）。计算的详细过程如下。 
第一步，将原始数据绘成散点图 
主成分分析原则上要求部分变量之间具有线性相关趋势。如果所有变量彼此之间不相关

（即正交），则没有必要进行主成分分析，因为主成分分析的目的就是用正交的变量代替原

来非正交的变量。如果原始变量之间为非线性关系，则有必要对数据进行线性转换，否则效

果不佳。从图 5-1-2 可见，原始数据具有非线性相关趋势，可以近似匹配幂指数函数，且测

定系数 R2=0.5157，相应地，相关系数 R=0.7181（图 5-1-2a）；取对数之后，点列具有明显的

线性趋势（图 5-1-2b）。 
第二步，对数据进行标准化 
标准化的数学公式为 

j

jij
ij

xx
x

σ
−

=* .                              (5-1-1) 

我们将对对数变换后的数据开展主成分分析，因此只对取对数后的数据标准化。根据图 5-1-1
所示的数据排列，应该按列标准化，用 xij 代表取对数之后的数据，则下式 

∑
=

=
n

i
ijij x

n
x

1

1
,                              (5-1-2) 

)(Var)(
1

1

1

2
ij

n

i
jijij xxx

n
=−

−
= ∑

=

σ                     (5-1-3) 

分别为第 j 列数据的均值和标准差，xij 为第 i 行（即第 i 个样本）、第 j 列（即第 j 个变量）

的数据，xij
*为相应于 xij的标准化数据，n=31 为样品数目（参见图 5-1-1）。 
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图 5-1-1 原始数据和标准化数据及其均值、方差 
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a 原始数据散点图 
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取对数之后的线性关系 y = 0.8048x + 1.8111

R2 = 0.5157

4
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7

8

9

10

3 4 5 6 7 8 9

 
b 取对数之后的数据散点图 

图 5-1-2 原始数据及其对数变换结果的散点图 
 
对数据标准化的具体步骤如下： 
（1）求出各列数据的均值。函数为 average，语法为：average(起始单元格:终止单元格)。

如图 5-1-1 所示，在单元格 B33 中输入“=AVERAGE(B2:B32)”，确定或回车，即得第一列

数据的均值；然后抓住单元格 B33 的右下角（光标的十字变细）右拖至 E33，便可自动生成

第二、三、四列数据的均值。我们需要的两个均值为 012.71 =x ， 054.72 =x 。 

（2）求各列数据的标准差。函数为 stdev，语法同均值，计算公式相当于 

∑
=

−
−

==
n

i
jijjj xx

n
xx

1

2)(
1

1)(Var)(stdev .               (5-1-4) 

如图 5-1-1 所示，在单元格 B34 中输入“=STDEV(B2:B32)”，确定或回车，可得第一列数据

的标准差，右拖至 E34 生成第二、三、四列数据的标准差。我们需要的两个标准差数据为：

stdev(x1)=0.948；stdevp(x2)=1.062。 
（3）标准化计算。如图 5-1-1 所示，在单元格 F2 中输入“=(D2-D$33)/D$34”，回车可

得 D 列第一个数据“6.977”的标准化数值-0.03721；按住单元格 F2 的右下角右拖至 G2，
G2 出现 E 列第一个数据“5.738”的标准化数据-1.61651。然后，鼠标双击 G2 单元格的右

下角，立即生成全部的标准化数据。注意，双击的时候要保证 F2 和 G2 两个单元格都被选

中，并且鼠标光标为细小黑十字填充柄。此时或双击，或者抓住黑十字下拖均可。 
顺便说明，如果希望按数组方式进行标准化，可以借助标准化函数 standardize。语法为

standardize(起始单元格:终止单元格，均值，标准差)。具体方法是，选中一个与原始数据列

长相等的单元格区域，在等号后面根据语法输入函数，例如在 F 数据区域 F2:F32 范围内输

入公式“=STANDARDIZE(D2:D32,D33,D34)”，同时按下“Ctrl+Shift+Enter”三键确认，

即可得到 D 列数据的全部标准化数值。不过这个方法并不一定比前面的逐步计算更为快速。 
（4）作标准化数据的散点图。以 F 列标准化数据为横坐标，G 列数据为纵坐标，作图

（图 5-1-3）。可以看出，点列的总体趋势没有变化，两种数据的相关系数与标准化以前完全

相同。但回归模型的截距近似为 0，即有 a→0，斜率等于相关系数，即有 b=R=0.7181。 
利用图 5-1-1 所示的数据验证标准化数据的相关系数和协方差，计算公式为 

“=MMULT(TRANSPOSE(F2:F32),G2:G32)/30”, 
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这个式子相当于下式 

7181.0
30
5429.21

1
1),var(Co

1

*
2

*
121 ==

−
== ∑

=

n

i
ii xx

n
xxR .              (5-1-5) 

这个结果与借助相关系数函数 correl 的计算结果一样。如果采用协方差函数 covar 计算，则

需要乘以 31/30——原因是，协方差函数是基于样品数 n 计算的，而相关系数则是基于 n-1
计算的。注意两种情况的区别。 
 

标准化数据的线性关系 y = 0.7181x - 1E-16

R2 = 0.5157

-3
-2.5

-2
-1.5

-1
-0.5

0
0.5

1
1.5

2

-4 -3 -2 -1 0 1 2

 
图 5-1-3 标准化数据的散点图 

 
第三步，求标准化数据的相关系数矩阵或协方差矩阵 
求相关系数矩阵的方法是：沿着“工具（T）”→“数据分析（D）”的路径打开“分析

工具（A）”选项框（图 5-1-4），确定，弹出“相关系数”对话框（图 5-1-5），在“输入区

域”中输入标准化数据范围，并以单元格 I1 为输出区域，具体操作方法类似于回归分析。

确定，即会在输出区域给出相关系数。 
 

 
图 5-1-4 分析工具选项框 
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图 5-1-5 相关系数对话框 

 
系数矩阵仅仅给出下三角，即对角线以下部分。由于相关系数矩阵是对称矩阵，上三角

的数值与下三角对应，故未给出（图 5-1-6a），可以通过“拷贝－转置－粘贴”的方式补充

空白部分（图 5-1-6b）。当然，也可以逐个数据复制、粘贴。 

 
a 填补上三角之前的矩阵 

 
b 填补上三角之后的矩阵 

图 5-1-6 标准化数据的相关系数矩阵 
 

求协方差的方法是在“分析工具”选项框中选择“协方差”（图 5-1-7），弹出“协方差” 
选项框（图 5-1-8），具体设置与“相关系数”类似，不赘述。结果见图 5-1-9。可以看出，

对于标准化数据而言，协方差矩阵与相关系数矩阵不完全一样。需要对计算结果乘以 n/(n-1)
——每个数值乘以 31/30 之后，立即变成与相关系数矩阵一样。 

 

 
图 5-1-7 在分析工具选项框中选择“协方差” 
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图 5-1-8 协方差选项框 

 
不过，如果计算标准差的命令用 stdevp（总体标准差）而不是 stdev（样本标准差），则

标准化的结果不同。那样的话，协方差矩阵将会与相关系数矩阵完全一样。 

 
a 乘以 31/30 之前 

 
b 乘以 31/30 之后 

图 5-1-9 标准化数据的协方差矩阵 
 

第四步，计算特征根 
根据前面的计算（图 5-1-6），得到相关系数矩阵如下 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

17181.0
7181.01

C ,                           (5-1-6) 

二阶单位矩阵为 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

10
01

I ,                                (5-1-7) 

于是根据线性代数求解特征根的公式 det(λI-C)=0，我们有 

0
17181.0

7181.01
17181.0

7181.01
10
01

=
−−

−−
=−

λ
λ

λ .             (5-1-8) 

按照行列式化为代数式的规则可得 

04843.027056.0)1( 222 =+−=−− λλλ .                 (5-1-9) 

根据一元二次方程的求根公式，当 b2-4ac≥0 时，其根为 
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a
acbb

2
42 −±−

=λ .                          (5-1-10) 

据此解得二实根 λ1=1.7181，λ2=0.2819。这便是相关系数矩阵的两个特征根，显然特征根之

后等于变量数，即有 λ1+λ2=m。对于本例，显然有 λ1=1+R，λ2=1-R。这里 R 为两个变量的相

关系数。 
 

第五步，求标准正交向量 
将 λ1 代入矩阵方程 λ1I-C 得到 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=−

7181.07181.0
7181.07181.0

17181.0
7181.01

10
01

7181.11 CIλ ,       (5-1-11) 

据此构造矩阵方程(λ1I-C)Ψ=0，便是 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
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⎡
−

−
0
0

7181.07181.0
7181.07181.0

2

1

ψ
ψ

.                    (5-1-12) 

在系数矩阵 λ1I-C 中，用第一行加第二行，化为 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
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⎡ −
0
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00
7181.07181.0

2

1

ψ
ψ

,                      (5-1-13) 

于是得 Ψ1=Ψ2，采用最简单的情况，令 Ψ1=1，则有 Ψ2=1，可得基础解系 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

1
1

1ξ ,                                (5-1-14) 

借助单位化公式为 

2
2

2
1 ψψ

ψ

+
= i

ie （ 2,1=i ）,                     (5-1-15) 

将基础解系单位化，便是 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

7071.0
7071.0

1e .                             (5-1-16) 

完全类似，对于第二个特征根，容易算出 

⎥
⎦

⎤
⎢
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⎡
−−
−−

=⎥
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2819.02 CIλ .       (5-1-17) 

将结果代入矩阵方程(λ2I-C)Ψ=0，得到 

⎥
⎦

⎤
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⎡
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用系数矩阵的第二行减去第一行，化为 

⎥
⎦
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于是得到 Ψ1=-Ψ2，取 Ψ1=1，则有 Ψ2=-1，因此得基础解系为 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
1

1
2ξ ,                               (5-1-20) 

采用上述方法单位化为 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
7071.0

7071.0
2e .                            (5-1-21) 

这里 1e 、 2e 便是标准正交向量。不难验证，二者的内积为 

[ ] 07071.07071.0
7071.0

7071.0
7071.07071.0 22

21 =−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

== eeR T .        (5-1-22) 

内积为 0 是正交的充要条件，内积为 0 向量必定正交。 
 

第六步，求对角阵 
首先建立标准正交矩阵 P，即有 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

==
7071.07071.0

7071.07071.0
][ 21 eeP .                    (5-1-23) 

正交矩阵的一个特殊性质便是 
1−= PPT ,                               (5-1-24) 

即矩阵的转置等于矩阵的逆。借助矩阵求逆函数 minverse 容易验证上面的关系。根据

Λ=PTCP，可知 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
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⎡
−

=Λ
7071.07071.0

7071.07071.0
17181.0

7181.01
7071.07071.0

7071.07071.0
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

2819.00
07181.1

. (5-1-25) 

这便是由特征根构成的对角阵。 
下面说明一下利用 Excel 进行矩阵乘法运算的方法。矩阵乘法的命令为 mmult，语法是

mmult (矩阵 1 的单元格范围，矩阵 2 的单元格范围)。例如，用矩阵 PT与矩阵 C 相乘，首

先选择一个输出区域如 G1:H2 ，然后输入“ =mmult(A1:B2,C1:D2) ”，然后按下

“Ctrl+Shift+Enter”键（图 5-1-10），即可给出如下结果（表 5-1-1）。 
 

表 5-1-1 转置正交矩阵 PT与相关系数 C 矩阵的乘积 PTC 

1.2148783 1.2148783 

0.1993353 -0.199335 

 
再用乘得的结果与 P 阵相乘，便得对角矩阵（表 5-1-2）。 

表 5-1-2 特征根构成的对角阵 PTCP 

1.7180974 0 

0 0.2819026 
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如 果 上 述 计 算 希 望 一 步 到 位 ， 则 可 选 定 输 出 区 域 如 C3:D4 ， 然 后 输 入

“=mmult(mmult(A1:B2,C1:D2), E1:F2)”（图 5-1-11），同时按下“Ctrl+Shift+Enter”键，立

即得到结果。显然，对角矩阵对角线的数值恰是相关系数矩阵的特征值。 
 

图 5-1-10 矩阵乘法示例 
 

 
图 5-1-11 矩阵连乘的函数和语法 

 
还有另一种途径。在数学函数库中调出矩阵乘法函数对话框（图 5-1-12），根据数据在

工作表中的分布进行如图 5-1-13 所示的设置，然后同时按下“Ctrl+Shift”键，回车，也得

到同样的结果（图 5-1-14）。乘法函数对话框更为直观，便于初学者使用。 
 

 

图 5-1-12 矩阵乘法函数 mmult 对话框 
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图 5-1-13 矩阵乘法函数 mmult 对话框的设置 

 
至此，标准化的原始变量 x 与主成分之间 z 之间可以表作 

[ ] [ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
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⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

2

1
21

2

1
21 2819.00

07181.1
17181.0

7181.01
z
z

zz
x
x

xx .         (5-1-26) 

显然 z1 与 z2之间正交。 

 
图 5-1-14 乘法结果：对角矩阵 

 

第七步，根据特征根计算累计方差贡献率 
现已求得第一特征根为 λ1=1.7181，第二特征根为 λ2=0.2819，二者之和刚好就是矩阵的

维数，即有 λ1+λ2=m=2，这里 m=2 为变量数目。比较图 5-1-6 中给出的相关系数矩阵 C 与图

5-1-14 中给出的对角矩阵 D 可以看出，Tr.(C)=1+1=2，Tr.(D)=1.7181+0.2819=2，即有 Tr.(C)= 
Tr.(D)，可见将相关系数亦即协方差矩阵转换为对角矩阵以后，矩阵的迹（trace，即对角线

元素之和，数学符号为 tr.）没有改变，这意味着将原始变量化为主成分以后，系统的信息

量没有减少。现在问题是，如果我们只取一个主成分代表原来的两个变量，能反映原始变量

的多少信息？这个问题可以借助相关系数矩阵的特征根来判断。利用 Excel 容易算出，第一

特征根占特征根总和即矩阵维数的 85.28%，即有 

1λ ：1.7181， %905.852/7181.1/1 ==mλ ; 
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 2λ ：0.2819， %095.14/2819.0/2 == mmλ ; 

21 λλ + ：2， %1002/2/)( 21 ==+ mλλ . 

这表明，如果仅取第一个主成分，可以反映原来数据大约 86%的信息——换言之，舍弃第

二个主成分，原来数据的信息仅仅损失 14%，但分析变量的自由度却减少一个，整个分析

将会显得更加简明（表 5-1-3）。 
后面我们将会看到，为什么特征根可以反映方差贡献。 
 

表 5-1-3 特征根与方差贡献率 

符号 特征根 累积值 百分比 累积百分比 

λ1 1.7180974 1.7180974 85.905% 85.905% 
λ2 0.2819026 2 14.095% 100% 

 
第八步，计算主成分载荷 

根据公式 jjj eλρ = ，容易算出 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
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⎡
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   ⎥
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⎡
−

=
3754.0

3754.0
7071.0

7071.0
2819.02ρ .                   (5-1-28) 

由此可得载荷矩阵 A 如下（表 5-1-4）。 

表 5-1-4 主成分载荷表 

 第一主成分 z1 第一主成分 z2 
Ln(城镇人口) x1 0.926849 0.3754348 
Ln(城镇人口) x2 0.926849 -0.3754348 

 
上面的计算过程写作矩阵形式便是 
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即 
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A
.     (5-1-30) 

注意矩阵的平方根实际上基于数组的法则计算的。对于图 5-1-14 所示的数据，利用如下函

数 
“=MMULT(A1:B2,C3:D4^0.5)”, 

容易得到载荷矩阵。 
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第九步，计算公因子方差和方差贡献 
根据上述计算结果可以比较公因子方差和方差贡献。再考虑全部的两个主成分的时候，

对应于 λ1 和 λ2 的公因子方差分别为 

13754.09268.0 222
1 =+==∑

j
ijV ρ , 

   1)3754.0(9268.0 222
2 =−+==∑

j
ijV ρ . 

这是所谓初始公因子方差。如果提取一个主成分，则提取公因子方差为 

859.09268.0 22
1 ===∑

j
ijV ρ , 

859.09268.0 22
2 ===∑

j
ijV ρ . 

对应于第一主成分 z1 和第二主成分 z2 的方差贡献分别为 

7181.19268.09268.0 22
1 =+==∑

i
ijCV ρ ; 

2189.0)3754.0(3754.0 22
2 =−+==∑

i
ijCV ρ . 

借助平方和函数 sumsq 可以方便地进行计算。从结果可以看出（图 5-1-15）：第一，方差贡

献等于对应主成分的特征根，即有 

jjCV λ= .                             (5-1-31) 

第二，公因子方差相等或彼此接近，即有 

21 VV = .                              (5-1-32) 

第三，公因子方差之和等于方差贡献之和，即有 

2===∑∑ mCVV
j

j
i

i .                       (5-1-33) 

第一个规律是提示我们提取主成分数目的判据之一；第二个规律是我们判断提取主成分数目

是否合适的判据之一，也是变量保留与舍弃的一个定量判据；第三个规律是我们判断提取主

成分后是否损失信息的判据之一。去掉次要的主成分以后，上述规律理当仍然满足。这时如

果第二个规律不满足，就意味着主成分的提取是不合适的，或者某些变量应该舍弃。此外，

上述规律也是我们检验计算结果是否正确的判据之一。 
 

 
图 5-1-15 公因子方差、方差贡献的计算结果及其与特征根的贡献 

 
第十步，计算主成分得分 

根据主成分与原始变量的关系，应有 

XPZ T= ,                             (5-1-34) 
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或者 
PZX = .                              (5-1-35) 

对于本例而言，式中 
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这里 e1=[e11 e12]T和 e2=[e21 e22]T为前面计算的标准化特征向量。于是有 
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化为代数形式便是 
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xxz
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,                     (5-1-37) 

式中的 x 均为标准化数据。对 Z=PTX 进行转置，可得 
PXZ TT = .                              (5-1-38) 

根据这个式子，利用 Excel 计算主成分得分的步骤如下： 
（1）将特征向量复制到标准化数据的附近，构成正交矩阵。 
（2）选中一个与标准化数据占据范围一样大小的数值区域（如 H2:I26）。 
（3）输入如下计算公式“=mmult(标准化数据的范围，正交矩阵的范围)”，在本例中就

是“=MMULT(F2:G32,H2:I3)”（图 5-1-16）。 
（4）同时按下“Ctrl+Shift+Enter”键，立即得到主成分得分（图 5-1-17）。 

（5）计算主成分得分的均值和方差，可以发现，均值为 0（由于误差之故，约等于 0），
方差等于特征根（图 5-1-17）。 

 

 

图 5-1-16 计算特征向量的公式及语法 
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图 5-1-17 计算主成分得分 

5.1.2 主成分得分的标准化 

最后，可以对主成分得分进行标准化。后面将会说明，标准化的主成分其实就是因子得

分。现已知道，主成分得分的均值为 0。借助标准差 stedev 计算标准差，然后采用前述数据

标准化的方法容易将主成分得分标准化（图 5-1-18）。 
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图 5-1-18 利用载荷矩阵或者标准化方法计算标准化的主成分得分 

 
计算标准化得分可以利用成分得分系数矩阵。首先求载荷矩阵的逆矩阵。载荷矩阵为 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
3754.09268.0

3754.09268.0
A , 

成分得分系数矩阵为 A 的逆矩阵，即有 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=−

3318.13318.1
5395.05395.01A . 

计算时利用如下公式 

[ ] [ ] [ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

== −

3318.15395.0
3318.15395.0

)( *
2

*
1

1*
2

*
1

*
2

*
1 xxAxxzz T .           (5-1-39) 



研究生地理数学方法（实习）            Part1   电子表格 Excel 

 129

在如图 5-1-1 和图 5-1-18 所示的数据分布中，选定一个与标准化数据范围大小相同的单元格

区域，输入公式“=MMULT(F2:G32,L14:M15)”，同时按下“Ctrl+Shift+Enter”键，立即得

到标准化主成分得分，结果与非标准化主成分得分的标准化结果完全一样。成分得分系数矩

阵的数学意义后面还有具体的说明。 

§5.2 相关的验证工作 

首先观察主成分的相关关系。分别以 z1、z2 为坐标轴，将主成分得分点列标绘于坐标图

中，可以发现，点列分布没有任何趋势。回归结果表明，回归系数和相关系数均为零，即有

a=0，b=0，R=0（图 5-2-1）。 
分别以 z1

*、z2
*为坐标轴，将标准化主成分得分点列标绘于坐标图中，依然可见点列分

布没有明显的趋势，图形与主成分得分给出的结果一样。几何图形上显示：主成分之间是正

交的，即有 cosθ=0（试将图 5-2-1、图 5-2-2 与图 5-1-2、图 5-1-3 对比）。 

 

y = 9E-15x - 9E-17

R
2
 = 5E-28

-1.5
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-0.5
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1.5

2

-4 -3 -2 -1 0 1 2

 
图 5-2-1 主成分得分的相关系数为零（未经标准化） 

 

y = 2E-14x - 1E-16

R2 = 5E-28

-2

-1

0

1

2

3

4

-4 -3 -2 -1 0 1 2

 
图 5-2-2 主成分得分的相关系数为零（标准化） 
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然后可以验证因子载荷即为原始数据标准化值与主成分得分之间的相关系数，容易算出 

9268.0),(correl),( 1111 == zxzxρ , 9268.0),(correl),( 1212 == zxzxρ , 

3754.0),(correl),( 2121 == zxzxρ , 3754.0),(correl),( 2222 −== zxzxρ . 

原始变量与主成分得分的相关性可以图示如下（图 5-2-3－图 5-2-6）。将图中的测定系数开

平方，即为相关系数。 
回归方程为 

11 2149.1 xz = , 21 2149.1 xz = , 12 1993.0 xz = , 22 1993.0 xz −= . 

方程的系数恰是以下矩阵的元素 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

==
1993.01993.0

2149.12149.1
17181.0

7181.01
7071.07071.0

7071.07071.0
CPG T .      (5-2-1) 

在图 5-1-10 所示的计算确定之后，即可得到这个矩阵。 
 

y = 1.2149x - 1E-16

R2 = 0.859
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图 5-2-3 原始变量 x1与主成分 z1的关系及其回归方程 

y = 1.2149x - 4E-16

R2 = 0.859
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图 5-2-4 原始变量 x2与主成分 z1的关系及其回归方程 
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y = 0.1993x + 1E-16

R
2
 = 0.141
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图 5-2-5 原始变量 x1与主成分 z2的关系及其回归方程 

y = -0.1993x - 3E-16

R2 = 0.141
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图 5-2-6 原始变量 x2与主成分 z2的关系及其回归方程 

§5.3 主成分分析与因子分析的关系 

5.3.1 主成分模型与公因子模型的转换 

主成分模型和因子模型的理论区别在于，主成分模型不包括单因子，而完整的因子模型

包括单因子。可是，由于理论意义的因子模型是一个封闭的方程，无法求解，故在实际计算

过程中通常舍弃单因子，仅求公因子解。在这种情况下，因子模型与主成分模型在数学形式

上没有本质的区别。因子分析与主成分分析的不同之处在于两个方面：其一，因子分析考虑

坐标旋转，而主成分分析不考虑坐标旋转；其二，因子分析要求得分标准化，而主成分分析

不要求得分标准化。只要将主成分得分标准化，则主成分模型在形式上化为公因子模型。 
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a 以 ln(城镇人口)的标准化结果为因变量 

 

 
b 以 ln(乡村人口)的标准化结果为因变量 

图 5-3-1 以未经标准化的主成分得分为自变量的回归分析结果（局部） 
 
以原始数据的标准化结果为因变量，以非未经标准化的主成分得分为自变量，进行二元

线性回归（图 5-3-1），得到 
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21
*
1 7071.07071.0 zzx += ;                         (5-3-1) 

21
*
2 7071.07071.0 zzx −= .                         (5-3-2) 

假定从左到右为样品，自上而下为变量，表为矩阵形式就是 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

2

1
*
2

*
1

7071.07071.0
7071.07071.0

z
z

x
x

.                     (5-3-3) 

这与前面的结果一致，简写为 
PZX = .                                (5-3-4) 

这便是我们最初假设的主成分与原始数据标准化结果的转换关系。 
现在，不妨将数据按照习惯排列：从左到右为变量，自上而下为样品，表为矩阵形式就

是 

[ ] [ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=
7071.07071.0

7071.07071.0
21

*
2

*
1 zzxx .                  (5-3-5) 

这个关系在 Excel 里容易验证。将上式简写为 
TTT PZX = ,                              (5-3-6) 

在式子两端右边同时乘以 P，得到 XTP=ZT，前面图 5-2-17 反映的就是这种转换关系。注意，

正交矩阵的转置等于该正交矩阵的逆。 
如果利用原始数据（取对数后的城、乡人口）的标准化结果与主成分得分的标准化数值

进行回归（图 5-3-2），得到 

*
2

*
1

*
1 3754.09268.0 zzx += ;                          (5-3-7) 

*
2

*
1

*
2 3754.09268.0 zzx −= .                          (5-3-8) 

表为矩阵形式就是 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
*
2

*
1

*
2

*
1

3754.09268.0
3754.09268.0

z
z

x
x

,                    (5-3-9) 

即 

ZAX T= .                              (5-3-10) 
将上面的式子转置得到 

[ ] [ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

⋅=
3754.03754.0

9268.09268.0*
2

*
1

*
2

*
1 zzxx ,                  (5-3-11) 

即 

AZX *TT = .                             (5-3-12) 
这个式子实际上是一个“因子”方程式，Z*其实就是因子得分。根据上式，利用标准化主成

分得分与载荷矩阵相乘，得到标准化的原始数据（图 5-3-3）。 
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a 以 ln(城镇人口)的标准化结果为因变量 

 

 
b 以 ln(乡村人口)的标准化结果为因变量 

图 5-3-2 以标准化的主成分得分为自变量的回归分析结果（局部） 
 



研究生地理数学方法（实习）            Part1   电子表格 Excel 

 135

 

图 5-3-3 标准化得分与转置的载荷矩阵相乘得到原始数据的标准化结果 
 
进一步地，将上式变形为 

[ ] [ ] [ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

⋅=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

⋅=
−

3318.15395.0
3318.15395.0

3754.03754.0
9268.09268.0 *

2
*
1

1
*
2

*
1

*
2

*
1 xxxxzz ,    (5-3-13) 

即 
1TT* −= AXZ .                             (5-3-14) 

由此可将标准化的原始数据转换为标准化主成分得分。下面我们利用 Excel 对这个式子进行

一次验证。载荷矩阵为 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 3754.09268.0

3754.09268.0
, 

转置为 
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⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 3754.03754.0

9268.09268.0
. 

再求逆得到 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 3318.15395.0

3318.15395.0
. 

由于矩阵变换具有性质(AT)-1=(A-1)T，先求逆再转置，结果不变。这个矩阵在 SPSS 中叫

做“成分得分系数矩阵（Component Score Coefficient Matrix）”，或者说 SPSS 的所谓成分得

分系数矩阵是因子载荷矩阵的逆矩阵——因子载荷矩阵是主成分矩阵的转置。 
将原始数据的标准化结果 XT 与载荷矩阵转置的逆矩阵相乘，立即得到标准化的主成分

得分（图 5-3-4）。 

 

 
图 5-3-4 标准化原始数据与转置并求逆的载荷矩阵相乘得到标准化的主成分得分 
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5.3.2 主成分－公因子模型变换的本质 

那么，这个转换关系的本质又是什么呢？说起来很简单，那就是将主成分得分标准化。

这个过程容易通过简单的数学变换得以理解。前面给出 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⋅⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=Λ=

2

1

2212

21112/1

0
0
λ

λ
ee
ee

PA ,                    (5-3-15) 

于是 

TTT PA Λ= .                             (5-3-16) 

考虑到对角阵的性质 

Λ=Λ
T

                              (5-3-17) 

以及正交矩阵的性质 
1T −= PP ,                              (5-3-18) 

我们有 
1T1TT*1TTT*T* )()(
−−− Λ=Λ=Λ= ZPXPXZ .             (5-3-19) 

再次提示：上面用到矩阵变换的几个性质 

TTT)( ABAB = ， 111)( −−− = ABAB ， T11T )()( −− = AA . 

右上面的变换可知，通过非标准化的主成分得分 Z 与特征值构成的对角阵的平方根的

倒数
1−

Λ 相乘可以得到标准化的主成分得分 Z*，而标准化的主成分得分实际上就是因子得

分。用特征根构成的对角阵为 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
2819.00
07181.1

. 

这个矩阵的性质很特别，对矩阵求平方根，结果矩阵的每个元素刚好是原矩阵对应元素的平

方根。即有 

Λ=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=Λ

2

1
2/1

2

12/1

0
0

0
0

λ
λ

λ
λ

.              (5-3-20) 

容易验算，特征根对角阵的平方根为 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
5309.00
03108.1

. 

这个矩阵的性质也很特别，对矩阵求逆，结果矩阵的元素刚好是上面矩阵对应元素的倒数。

即有 

Λ⇔
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=Λ

−
−

/1
/10

0/1
0

0

2

1

1

2

11

λ
λ

λ
λ

.             (5-3-21) 

可见这个对角阵的性质与普通数的性质非常类似。容易验算，特征值对角阵平方根的逆矩阵

为 
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⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
8834.10
07629.0

. 

根据前面推导的结果 Z*T=ZT(Λ1/2)-1，用上面特征根平方根对角阵的逆矩阵右乘未经标准化的

主成分得分，得到标准化的主成分得分，也就是所谓因子得分（图 5-3-5）。 

 

 
图 5-3-5 由未经标准化的主成分得分与特征根平方根的对角阵的逆矩阵相乘得到因子得分 

 
用上面特征根平方根对角阵的逆矩阵右乘未经标准化的主成分得分，实际上就是：用第

一列未经标准化的主成分得分除以第一个特征根的平方根，用第二列未经标准化的主成分得

分除以第二个特征根的平方根。为什么用这个方法可以得到标准化的主成分得分呢？道理非

常简单。主成分得分的平均值为 z =0，方差为特征根 Var(zij)=λj，标准差的为特征根的平方

根根 σj=λj
1/2。利用标准化公式对主成分得分标准化，便是 
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j

ij

j

ij

j

ij
ij

zzzz
z

λλσ
=

−
=

−
=

0* .                       (5-3-22) 

可见上述过程正是主成分得分的标准化过程。容易验证：用第一列未经标准化的主成分得分

除以第一个特征根的平方根 λ1=1.31076，用第二列未经标准化的主成分得分除以第二个特征

根的平方根 λ2=0.53095，立即得到标准化的主成分得分（图 5-3-6）。 
 

 
 

图 5-3-6 未经标准化的主成分得分分别除以对应的特征根平方根得到标准化的主成分得分 
 

严格地讲，主成分分析要求研究对象为随机变量，即变量具有正态分布特征——特别大

的数据和特别小的数据都很少，绝大数数值位于平均值附近。但是，我们采用的这个例子变
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量并不随机——人文现象很少有真正随机的。加之变量太少，开展主成分分析没有实质性的

意义。因此，这个例子仅仅具有教学意义，用它展示主成分分析的计算过程和一些有关的变

换关系。 
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第 6 章 系统聚类分析 

聚类分析方法有多种，包括快速聚类、层次聚类、判别分析等等。层次聚类是最常用的

聚类分析方法，这种方法又叫系统聚类。如果基于样品对变量聚类，则叫做 R 型聚类分析；

如果基于变量对样品聚类，则叫做 Q 型聚类分析。系统聚类在技术层面关键解决两方面的

问题，一是计算一种合适的距离，二是选择一种恰当的归类方法。根据距离远近关系，借助

一定的方法，将变量（R 型）或者样品（Q 型）按照一定的类别层次梳理出一个明确的谱系。

根据这个谱系，可以清楚看出变量或者样品的关系远近。下面借助实例说明如何利用 Excel
开展 Q 型系统聚类分析。R 型聚类与 Q 型聚类过程相似，可以依此类推。 

【例】日本福冈甜桔引种的区位选择问题。有人希望将日本福冈甜桔引种中国，候选地

点为：合肥、武汉、长沙、桂林、温州、成都……。我们知道，生物的生存是依赖于一定的

环境条件的。从一个地方向另一个地方引进一种植物，需要对自然环境条件进行研究。如果

环境条件不适宜，引种可能失败，或者产量不高、质量不好，白白浪费人力、物力和财力。

原始数据来自贺仲雄等的《决策科学》。用于分析的变量有五个：年平均气温，年平均降雨

量，年日照时数，年极端最低温，一月份平均气温。解决上述问题的方法有多种，聚类分析

是其中之一。将日本福冈与中国的候选城市放在一起聚类，最先与福冈聚在一起的城市自然

条件可能与福冈最为相似，从而可能是应该优先考虑的引种区位。 

§6.1 计算距离矩阵 

6.1.1 一般距离矩阵 

利用 SPSS 之类的统计分析软件开展层次聚类分析非常简单，关键在于整个过程都是一

个“黑箱”。如何计算和选择距离，如何选择聚类方法，应用者未必清楚。借助 Excel 开展

系统聚类分析是一件繁而不难的工作。在 Excel 里聚类，实际应用的价值不大，但是，这个

过程可以帮助我们透彻了解系统聚类分析的各个环节。系统聚类的第一个关键问题是选择适

当的距离。有些距离，如马氏距离、精度加权距离等，SPSS 之类的软件不能直接给出。但

是，在 Excel 里面可以明确这类距离的计算方法，以及选择距离应该注意的细节问题。 
首先根据 Minkowski 距离即通常所谓闵氏距离设计一个计算一般距离的矩阵。从这个

矩阵出发，可以演变出多种距离矩阵。设计的步骤如下。 
第一步，录入并整理数据 
将福冈和中国的六个城市放在一起，然后将样品和变量按照一定的次序排列（图 6-1-1）。 

 

图 6-1-1 七个地点五种变量的数据 
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第二步，设置参数 
在单元格 G2 中输入 2，代表幂次（power）；在单元格 G3 中输入 3，用于求根（root）

计算（图 6-1-2）。这两个参数都是临时性的，可以根据实际需要修改。 
 
第三步，设计计算公式 
寻找一个合适的数值区域，比方说 H1:O8，事先排列好数据标签即各个城市的名称。在

单元格 I2 中输入如下公式 
“=(ABS($B2-$B$2)^$G$2+ABS($C2-$C$2)^$G$2+ABS($D2-$D$2)^$G$2+ABS($E2-$E$2)^

$G$2+ABS($F2-$F$2)^$G$2)^(1/$G$3)” 
计算所有城市与福冈的欧式距离。回车之后，得到福冈与自身的距离 0（图 6-1-2）。式中

abs 为绝对值函数，采用 abs 的目的是对表中的差值全部取绝对值。如果经济是计算欧式距

离，则没有必要引入 abs 函数。预先加入这个函数，便于后面计算绝对距离和盒子距离等。 
 

 
图 6-1-2 设计距离计算公式（局部显示） 

 
将鼠标光标指向单元格 I2 的右下角，双击或者下拉，立即生成福冈与所有城市的欧式

距离（图 6-1-3）。再次将鼠标光标指向单元格 I2 的右下角，待其变为细小黑十字，右拖至

单元格 O2，生成一系列的 0——福冈与福冈的距离。然后，依次对公式作如下修改。 
 

 
图 6-1-3 计算所有城市与福冈的距离及其转置结果 

 
在 J2 单元格中，将公式中的$B$2、$C$2、$D$2、$E$2、$F$2 全部改成$B$3、$C$3、

$D$3、$E$3、$F$3；在 K2 单元格中，将公式中的$B$2、$C$2、$D$2、$E$2、$F$2 全部

改成$B$4、$C$4、$D$4、$E$4、$F$4；在 L2 单元格中，将公式中的$B$2、$C$2、$D$2、
$E$2、$F$2 全部改成$B$5、$C$5、$D$5、$E$5、$F$5；在 M2 单元格中，将公式中的$B$2、
$C$2、$D$2、$E$2、$F$2 全部改成$B$6、$C$6、$D$6、$E$6、$F$6；在 N2 单元格中，

将公式中的$B$2、$C$2、$D$2、$E$2、$F$2 全部改成$B$7、$C$7、$D$7、$E$7、$F$7；
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在 O2 单元格中，将公式中的$B$2、$C$2、$D$2、$E$2、$F$2 全部改成$B$8、$C$8、$D$8、
$E$8、$F$8。 

以 J2 单元格为例，修改后的公式用于计算所有城市与合肥的距离： 
“=(ABS($B2-$B$3)^$G$2+ABS($C2-$C$3)^$G$2+ABS($D2-$D$3)^$G$2+ABS($E2-$E$3)^

$G$2+ABS($F2-$F$3)^$G$2)^(1/$G$3)” 
再以 K2 单元格为例，修改后的公式用于计算所有城市与武汉的距离： 
“=(ABS($B2-$B$4)^$G$2+ABS($C2-$C$4)^$G$2+ABS($D2-$D$4)^$G$2+ABS($E2-$E$4)^

$G$2+ABS($F2-$F$4)^$G$2)^(1/$G$3)” 
其余情况依此类推。修改后的第一行代表所有其他城市与福冈的距离（图 6-1-3）。 

选中区域 J2:O2，将鼠标光标指向 O2 单元格的右下角，双击或者下拉，生成完整的欧

式距离矩阵（图 6-1-4）。 
 

 
图 6-1-4 欧式距离矩阵 

 
保持代表幂次的 G2 单元格的参数值 2 不变，将代表根次的 G3 单元格的数值改为 1，

可以得到欧式距离平方——欧式距离平方也是一种距离（图 6-1-5）。 
 

 
图 6-1-5 欧式距离平方矩阵 

 
将代表幂次的 G2 单元格的参数值和代表根次的 G3 单元格的数值全部改为 1，立即得

到绝对距离即 Hamming 距离矩阵。绝对距离通常称为 Manhattan 街区距离，即所谓 Block
距离（图 6-1-6）。 
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图 6-1-6 Block 距离矩阵 

6.2.2 精度加权矩阵 

为了消除变量的量纲影响，可以用原始数据各个变量的数值除以各自的抽样标准差，得

到加权处理数据（图 6-1-7）。 
 

 
图 6-1-7 加权处理后的数据 

 
保持前面图 6-1-1～图 6-1-4 等所示的各种设计及其分布格局不变，在另外一个工作表

中对数据进行加权处理，即除以各个变量的抽样标准差（用函数 stdev 计算）。然后，将图

6-1-7 所示的加权处理结果复制到图 6-1-1 所示的原始数据所在区域，替换全部原始数据。

在 G2 和 G3 单元格数值都是 2 的情况下，立即生成精度加权距离（图 6-1-8）。实际上，如

果将数据标准化——减去均值再除以抽样标准差，然后计算欧式距离，得到的也是精度加权

距离。所谓精度加权距离，其实就是基于消除量纲差异的标准化数据或者加权处理数据的欧

式距离。 
 

 
图 6-1-8 精度加权距离矩阵 
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6.2.3 马氏矩阵 

对原始数据开展主成分分析，然后提前全部的 5 个主成分——注意最大主成分数目等于

变量数目。用这五个主成分代替图 6-1-1 所示的原始数据（图 6-1-9，图 6-1-10），其他处理

方式不变，这样可以生成 Mahalanobis 距离，即通常所谓马氏距离。 
有两种方法开展主成分分析：一是从相关系数矩阵出发，主成分得分如图 6-1-9 所示；

二是从协方差矩阵出发，主成分得分如图 6-1-10 所示。不管从哪一种主成分得分出发，最

后得到的马氏距离都是一样（图 6-1-11）。 
 

 
图 6-1-9 从相关系数矩阵出发计算的全部主成分 

 

 
图 6-1-10 从协方差矩阵出发计算的全部主成分 

 
保持前面图 6-1-1～图 6-1-4 等所示的各种设计及其数据分布格局不变，利用 SPSS 软件

计算主成分得分。然后，将图 6-1-9 或者图 6-1-10 所示的主成分得分复制到图 6-1-1 所示的

数据分布区域，替换全部原始数据。在 G2 和 G3 单元格中设定参数值 2，立即生成马氏距

离（图 6-1-11）。所谓马氏距离，其实就是基于主成分得分的欧式距离。 
 

 
图 6-1-11 马氏距离矩阵 
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6.2.4 自定义距离矩阵举例 

前面一开始就基于闵氏距离的定义设计了一般距离矩阵的计算方法。当取幂次和根次都

为 2 的时候，得到欧式距离矩阵；当取幂次和根次都为 1 的时候，得到绝对距离。如果取任

意可行的幂次和根次，并且幂次和根次数值相等，则得到的结果统统属于闵氏距离。绝对距

离和欧式距离都是闵氏距离的特例。 
当取任意幂次和根次，但幂次和根次未必相等的时候，结果属于自定义距离。所谓自定

义距离，就是应用者根据自己的需要设计的距离。只要计算结果满足距离公理，理论上幂次

和根次可以随意选取。下面是随便给出的两个自定义距离矩阵。第一个取幂次为 2、根次为

3（图 6-1-12）；第二个取幂次为 2、根次为 4（图 6-1-13）。甚至，幂次和根次都可以取分

数。 
 

 
图 6-1-12 自定义距离矩阵之一（幂次为 2，根次为 3） 

 

 
图 6-1-13 自定义距离矩阵之二（幂次为 2，根次为 4） 

 

6.2.5 盒子距离（Chebychev 距离） 

在闵氏距离计算公式中，如果取幂次和根次为无穷大，则可以得到所谓 Chebychev 距离，

或者叫做正方距离（square distance）、盒子距离（box distance）。不过，Excel 不能处理无

穷大的问题。因此，有必要对前面的公式进行修改。将第 I 列的公式改作 
“=MAX(ABS($B2-$B$2)^$G$2,ABS($C2-$C$2)^$G$2,ABS($D2-$D$2)^$G$2,ABS($E2-$E$

2)^$G$2,ABS($F2-$F$2)^$G$2)^(1/$G$3)” 
将第 J 列的公式改作 
“=MAX(ABS($B2-$B$3)^$G$2,ABS($C2-$C$3)^$G$2,ABS($D2-$D$3)^$G$2,ABS($E2-$E$

3)^$G$2,ABS($F2-$F$3)^$G$2)^(1/$G$3)” 
其余依此类推地修改，即可得到盒子距离（图 6-1-14）。 
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盒子距离首先要求计算变量之间的差值，并且取绝对值。然后，从中挑选一个数值最大

的绝对值代表距离。这样一来，方差大的变量的信息必然更多地体现在距离矩阵之中。那些

方差小的变量在计算过程中容易被忽略。为了解决这个问题，可以首先消除数据的量纲差异。

像计算精度加权距离那样，用各个变量除以自己的标准差，然后采用消除量纲差距之后的数

据计算盒子距离，可以更全面地反应原始数据的信息（图 6-1-15）。 
 

 
图 6-1-14 基于原始数据的盒子距离矩阵 

 

 
图 6-1-15 基于加权处理数据的盒子距离矩阵 

 

6.2.6 相似系数矩阵及其对应的距离 

相关系数、相似系数和夹角余弦三个概念，在不同教科书中有较多的混淆。在我们的教

科书中采用如下定义：变量之间的标准化协方差为相关系数，样品之间的标准化协方差为相

似系数。 
计算相似系数矩阵的方法非常简单，与前面多次讲到的计算相关系数的方法类似。沿着

主菜单“工具（T）”→“数据分析（D）”的路径打开数据分析选项框，从“分析工具（A）”

中选择“相关系数”，弹出相关系数对话框。根据图 6-1-1 所示的数据分布，进行如图 6-1-16
所示的选项设置。这里是要计算样品与样品之间的相似系数，故“分组方式”选择“逐行（R）”；
如果开展 R 型聚类分析，计算变量与变量之间的相关系数，则将“分组方式”改为“逐列

（C）”即可。 
确定之后，得到相似系数矩阵的下三角部分（图 6-1-17）。根据对称性，容易将上三角

部分补齐（图 6-1-18）。不过，在聚类分析过程中，只要得到下三角部分就可以了。相关系

数矩阵不是距离矩阵，但容易转换为距离矩阵。只要采用 1 减去相关系数的绝对值即可。选

定一个 7 行 7 列的区域，比方说，根据图 6-1-17，选定区域 I11:O17，输入公式“=1-abs(I2:O8)”，
同时按下 Ctrl 键和 Shift 键，回车，立即得到一种基于相关系数的广义距离矩阵（图 6-1-18）。 
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图 6-1-16 计算相似系数矩阵的选项设置 
 

 

图 6-1-17 计算相似系数矩阵的选项设置 
 

 

图 6-1-18 相似系数矩阵转换为距离矩阵 
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6.2.7 夹角余弦矩阵及其对应的距离 

夹角余弦的公式形态与相关系数相似。但是，由于 Excel 没有直接计算夹角余弦的功能，

获取夹角余弦矩阵的过程相对复杂一些。根据图 6-1-1 所示的数据分布，按照如下步骤计算

夹角余弦。 
第一步，计算各个样品的平方和的平方根 
在单元格 G2 中输入公式“=SUMSQ(B2:F2)^0.5”得到 2495.282；双击或者下拉 G2 单

元格的右下角，得到全部城市对应的平方和的平方根（图 6-1-19）。 
 

 
图 6-1-19 各个城市对应的平方和的平方根 

 
第二步，设计夹角余弦计算公式 
寻找一个合适的数值区域，比方说 H1:O8，事先排列好数据标签。在单元格 I2 中输入

如下公式 
“=($B2*$B$2+$C2*$C$2+$D2*$D$2+$E2*$E$2+$F2*$F$2)/($G2*$G$2)” 

计算所有城市与福冈的夹角余弦。回车之后，得到福冈与自身的夹角余弦值 1（图 6-1-20）。 
双击或者下拉单元格 I2 的右下角，生成福冈与所有城市的夹角余弦值。再次将鼠标光

标指向单元格 I2 的右下角，待其变为细小黑十字，右拖至单元格 O2，生成一系列的数值 1
——福冈与福冈的夹角余弦。然后，依次对公式作如下修改。 
 

 
图 6-1-20 计算所有城市与福冈的夹角余弦（局部显示） 

 
在 J2 单元格中，将公式中的$B$2、$C$2、$D$2、$E$2、$F$2 和$G$2 全部改成$B$3、

$C$3、$D$3、$E$3、$F$3 和$G$3；在 K2 单元格中，将公式中的$B$2、$C$2、$D$2、$E$2、
$F$2 和$G$2 全部改成$B$4、$C$4、$D$4、$E$4、$F$4 和$G$4；……；在 O2 单元格中，

将公式中的$B$2、$C$2、$D$2、$E$2、$F$2 和$G$2 全部改成$B$8、$C$8、$D$8、$E$8、
$F$8 和$G$8。 

以 J2 单元格为例，修改后的公式用于计算所有城市与合肥的夹角余弦： 
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“=($B2*$B$3+$C2*$C$3+$D2*$D$3+$E2*$E$3+$F2*$F$3)/($G2*$G$3)” 
其余情况依此类推。修改后的第一行代表所有其他城市与福冈的夹角余弦（图 6-1-21）。 

选中区域 J2:O2，将鼠标光标指向 O2 单元格的右下角，双击或者下拉，生成完整的夹

角余弦矩阵（图 6-1-4）。 
 

第三步，将夹角余弦矩阵转换为距离矩阵 
选定一个 7 行 7 列的区域，不妨根据图 6-1-20 选定区域 I11:O17，输入公式

“=1-abs(I2:O8)”，同时按下 Ctrl 键和 Shift 键，回车，得到一种基于夹角余弦的广义距离

矩阵（图 6-1-18）。 

 
图 6-1-21 夹角余弦矩阵及其转换的距离矩阵 

§6.2 聚类过程 

6.2.1 最短距离法 

从前述任何一个距离矩阵出发，都可以进行样品聚类。在实际工作中，选择何种距离，

需要根据研究对象的性质和分类研究的目标来决定。为简明起见，下面基于欧式距离矩阵，

利用最短距离法聚类。聚类过程既可以在 Excel 里面完成，也可以在 Word 里面完成。详细

的步骤如下。 
第一步，样品逐步归类 

（1）计算样本之间两两距离，建立欧式距离矩阵 D。这一步前面已经完成。由于对称性，

可以只写出下三角部分。对样品进行编号，记为 1～7（表 6-2-1）。 

表6-2-1 最短距离法（1） 

Case 1:福岗 2:合肥 3:武汉 4:长沙 5:桂林 6:温州 7:成都 
1:福岗 0       
2:合肥 562.44 0      
3:武汉 247.27 315.42 0     
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4:长沙 282.81 661.61 393.94 0    
5:桂林 480.24 1033.20 720.11 452.36 0   
6:温州 256.04 812.77 498.20 301.82 224.27 0  
7:成都 919.45 970.16 892.49 660.39 1013.57 944.55 0 

 

（2）找出非对角线元素的最小值，d5,6=224.27，将第 5 个样品与第 6 个样品合并。首先

合并第 5 列和第 6 列，当 1013.57 与 944.55 相遇的时候，保留较短距离 944.55。合并方法可

以在 Excel 或者 Word 的表格中采用合并单元格的方式（表 6-2-2）。 

表6-2-2 最短距离法（2） 

Case 1:福岗 2:合肥 3:武汉 4:长沙 5:桂林 6:温州 7:成都 
1:福岗 0       
2:合肥 562.44 0      
3:武汉 247.27 315.42 0     
4:长沙 282.81 661.61 393.94 0    
5:桂林 480.24 1033.20 720.11 452.36 0   
6:温州 256.04 812.77 498.20 301.82 224.27 0  
7:成都 919.45 970.16 892.49 660.39 1013.57 944.55 0 
 

然后合并第 5 行和第 6 行，原则依然是“两数相遇取其短”。当然，任何元素与对角线

的元素相遇，保留对角线的元素。将合并的结果记为第 8 类（表 6-2-3）。 
 

表 6-2-3 最短距离法（3） 

Case 1:福岗 2:合肥 3:武汉 4:长沙 8:桂林, 温州 7:成都 
1:福岗 0      
2:合肥 562.44 0     
3:武汉 247.27 315.42 0    
4:长沙 282.81 661.61 393.94 0   

8:桂林 
温州 256.04 812.77 498.20 301.82 0  

7:成都 919.45 970.16 892.49 660.39 944.55 0 
 

（3）在前述合并结果中找出对角线以外的最小距离，得到 d1,3=247.27。这意味着第一

个样品和第三个样品合并。重复上述合并过程即可。为了直观，首先将第 3 列剪贴到第 1
列的后面，相应地，将第 3 行剪贴到第 1 行的后面——这里排序不计算标志行、列（表 6-2-4）。 

 

表 6-2-4 最短距离法（4） 

Case 1:福岗 3:武汉 2:合肥 4:长沙 8:桂林, 温州 7:成都 
1:福岗 0      
3:武汉 247.27 0 (315.42)    
2:合肥 562.44  0    
4:长沙 282.81 393.94 661.61 0   
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8:桂林 
温州 256.04 498.20 812.77 301.82 0  

7:成都 919.45 892.49 970.16 660.39 944.55 0 
 

将对角线以上的元素剪贴到对角线下对称的位置，然后合并列。为直观，不妨抹去较大

的数值（表 6-2-5）。 

表 6-2-5 最短距离法（5） 

Case 1:福岗 3:武汉 2:合肥 4:长沙 8:桂林, 温州 7:成都 
1:福岗 0      
3:武汉  0     
2:合肥  315.42 0    
4:长沙 282.81  661.61 0   

8:桂林 
温州 256.04  812.77 301.82 0  

7:成都  892.49 970.16 660.39 944.55 0 
 

逐行按列合并单元格（表 6-2-6），逐列按行合并单元格（表 6-2-7），将合并结果记为

第 9 类。 

表 6-2-6 最短距离法（6） 

Case 1:福岗，3:武汉 2:合肥 4:长沙 8:桂林, 温州 7:成都 
1:福岗 0     
3:武汉 0     
2:合肥 315.42 0    
4:长沙 282.81 661.61 0   

8:桂林 
温州 256.04 812.77 301.82 0  

7:成都 892.49 970.16 660.39 944.55 0 
 

  表 6-2-7 最短距离法（7） 

Case 9:福岗, 武汉 2:合肥 4:长沙 8:桂林, 温州 7:成都 

9:福岗, 
武汉 0     

2:合肥 315.42 0    
4:长沙 282.81 661.61 0   

8:桂林 
温州 256.04 812.77 301.82 0  

7:成都 892.49 970.16 660.39 944.55 0 
 

（4）在第二次合并的结果中找到最小距离 d8,9=256.04，重复前述合并过程。为了直观，

首先将第 8 列剪贴到第 9 列后面，相应地，将第 8 行剪贴到第 9 行的后面（表 6-2-8）。 
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  表 6-2-8 最短距离法（8） 

Case 9:福岗, 武汉 8:桂林, 温州 2:合肥 4:长沙 7:成都 

9:福岗, 
武汉 0     

8:桂林, 
温州 256.04 0 (812.77) (301.82)  

2:合肥 315.42  0   
4:长沙 282.81  661.61 0  
7:成都 892.49 944.55 970.16 660.39 0 

 
将出现在对角线以上的数据剪贴到对角线以下对应的单元格中，按照复制－选择粘贴－

转置的程序执行即可（表 6-2-9）。 

  表 6-2-9 最短距离法（9） 

Case 9:福岗, 武汉 8:桂林, 温州 2:合肥 4:长沙 7:成都 

9:福岗, 
武汉 0     

8:桂林, 
温州 256.04 0    

2:合肥 315.42 812.77 0   
4:长沙 282.81 301.82 661.61 0  
7:成都 892.49 944.55 970.16 660.39 0 

 
逐行按列合并单元格（表 6-2-10），逐列按行合并单元格（表 6-2-11），将合并结果记

为第 10 类。 

  表 6-2-10 最短距离法（10） 

Case 9:福岗, 武汉; 8:桂林, 温州 2:合肥 4:长沙 7:成都 

9:福岗, 
武汉 0    

8:桂林, 
温州 0    

2:合肥 315.42 0   
4:长沙 282.81 661.61 0  
7:成都 892.49 970.16 660.39 0 

   

表 6-2-11 最短距离法（11） 

Case 10: 9:福岗, 武汉; 8:桂林, 温州 2:合肥 4:长沙 7:成都 

 9:福岗, 
10:武汉； 
8:桂林, 
温州 0    
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2:合肥 315.42 0   
4:长沙 282.81 661.61 0  
7:成都 892.49 970.16 660.39 0 

 
（5）在第三次合并的结果中，找到最小距离 d4,10=282.81，然后重复上述合并过程。首

先将第 4 行第 4 列剪贴到第 10 行第 10 列之下或者之后（表 6-2-12）。将对角线以上的数据

661.61 剪贴到对角线以下对应的位置（表 6-2-13）。先合并列，再合并行，将结果记为第

11 类（表 6-2-14）。 
 

表 6-2-12 最短距离法（12） 

Case 10: 9:福岗, 武汉; 8:桂林, 温州 4:长沙 2:合肥 7:成都 

9:福岗, 
10:武汉 
8:桂林, 
温州 0    

4:长沙 282.81 0 (661.61)  
2:合肥 315.42  0  
7:成都 892.49 660.39 970.16 0 

 

表 6-2-13 最短距离法（13） 

Case 10: 9:福岗, 武汉; 8:桂林, 温州 4:长沙 2:合肥 7:成都 

 9:福岗, 
10:武汉; 
8:桂林, 
温州 0    

4:长沙 282.81 0   
2:合肥 315.42 661.61 0  
7:成都 892.49 660.39 970.16 0 

   

表 6-2-14 最短距离法（14） 

Case 11: 10: 9:福岗, 武汉; 8:桂林, 温州; 4:长沙 2:合肥 7:成都 

9:福岗 
11:  武汉 
8:桂林 
10:  温州 
4:长沙 0   
2:合肥 315.42 0  
7:成都 660.39 970.16 0 

 
（6）在第四步合并的结果中，找到最小距离 d2,11=315.42，然后重复上述合并过程。先

合并列，后合并行，将结果记为第 12 类（表 6-2-15）。 



研究生地理数学方法（实习）            Part1   电子表格 Excel 

 155

 

表 6-2-15 最短距离法（15） 

Case 12: 11: 10: 9:福岗, 武汉; 8:桂林, 温州; 4:长沙; 2:合肥 7:成都 

9:福岗 
11:  武汉 
12:8:桂林 
10:  温州 
4:长沙 
2:合肥 0  
7:成都 660.39 0 

 
（7）最后一步合并，全体归并。将第 7 类成都合并到前述结果中，记为第 13 类（表

6-2-16）。 

表 6-2-16 最短距离法（16） 

Case 13: 12: 11: 10: 9:福岗,武汉;8:桂林,温州;4:长沙;2:合肥;7:成都 

9:福岗 
11:  武汉 
12:8:桂林 
10:  温州 
4:长沙 
13:2:合肥 
7:成都 0 

 
第二步，聚类过程总结 
总结前面的聚类过程，记录每一次合并的最小距离，以及每一个归并的样品，然后用表

格表示出来（表 6-2-17）。 
 

表 6-2-17 最小距离法聚类过程总结 

步骤 最小距离 合并的样品 
第一步 224.27 8：桂林，温州 
第二步 247.27 9：福冈，武汉 
第三步 256.04 10：桂林，温州；福冈，武汉 
第三步 282.81 11：桂林，温州；福冈，武汉；长沙 
第五步 315.42 12：桂林，温州；福冈，武汉；长沙；合肥 
第六步 660.39 13：桂林，温州；福冈，武汉；长沙；合肥；成都 
 

第三步，画出聚类谱系图 
根据上述总结的步骤可以绘出聚类结果的谱系图。在Excel里无法直接给出这种谱系图，

可以借助 AutoCAD 等软件，采用蛮力法绘制。下图由 Matlab 给出（图 6-2-1）。 
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图 6-2-1 基于欧式距离和最短距离法的聚类谱系图 

 
不过，在 Excel 或者 Word 中可以手工绘出所谓冰柱图（Icicle）。我们一共进行了六次

合并，故每一个冰柱可以用六个 X 表示。成都最后与其他城市合并到一起，可以采用一个

X 将成都与其余城市分隔开来，成都代表一类，其余城市为另外一类。 
在剩余的城市中，合肥最后与另外五个城市合并，可以采用两个 X 将合肥与其余五个

城市分开。接下来，根据表 6-2-17 所示的归并过程，用三个 X 将长沙从其余五个城市中分

列出来。 
在剩余的四个城市中，桂林与温州最先合并，武汉与福冈其次合并。采用四个 X 将桂

林、温州与武汉、福冈分开，然后采用五个 X 将武汉与福冈分开，六个 X 将桂林与温州分

开。于是，一个冰柱图绘制成功（图 6-2-2）。在 Excel 或者 Word 里面绘制冰柱图的过程，

其实是一种制表的过程。 
 

样品（城市） 类别 
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图 6-2-2 基于欧式距离和最短距离法的聚类冰柱图（实际上是一个 Word 表格） 

 

绘制冰柱图的原则大体如下：其一，最后归并的样品最先考虑，最先归并的样品最后考

虑。其二，根据聚类过程表，自下而上考察，然后从左到右作图。 
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6.2.2 最长距离法 

最长距离法与最短距离法的聚类分析起点一样，过程相似，唯一不同之处是两数相遇取

其大，而不再是两数相遇取其小。当然，任何单元格的数据与对角线上的元素相遇，始终保

留对角线上的元素（0）。 
（1）第一步合并。在距离矩阵中，找出非对角线元素的最小值，d5,6=224.27，将第 5

个样品与第 6 个样品合并（表 6-2-18）。 

表 6-2-18 最长距离法（1） 

Case 1:福岗 2:合肥 3:武汉 4:长沙 5:桂林 6:温州 7:成都 
1:福岗 0       
2:合肥 562.44 0      
3:武汉 247.27 315.42 0     
4:长沙 282.81 661.61 393.94 0    
5:桂林 480.24 1033.20 720.11 452.36 0   
6:温州 256.04 812.77 498.20 301.82 224.27 0  
7:成都 919.45 970.16 892.49 660.39 1013.57 944.55 0 

 

首先合并第 5 列和第 6 列，当 1013.57 与 944.55 两数相遇的时候，保留较长距离 1013.57
（表 6-2-19）。然后合并第 5 行和第 6 行，两数相遇，保留最长距离。将合并结果记为第 8
类（表 6-2-20）。 

 

表 6-2-19 最长距离法（2） 

Case 1:福岗 2:合肥 3:武汉 4:长沙 8:桂林，温州 7:成都 
1:福岗 0      
2:合肥 562.44 0     
3:武汉 247.27 315.42 0    
4:长沙 282.81 661.61 393.94 0   
5:桂林 480.24 1033.20 720.11 452.36 0  
6:温州 256.04 812.77 498.20 301.82 0  
7:成都 919.45 970.16 892.49 660.39 1013.57 0 
   

表 6-2-20 最长距离法（3） 

Case 1:福岗 2:合肥 3:武汉 4:长沙 8:桂林，温州 7:成都 
1:福岗 0      
2:合肥 562.44 0     
3:武汉 247.27 315.42 0    
4:长沙 282.81 661.61 393.94 0   

8:桂林 
温州 480.24 1033.20 720.11 452.36 0  

7:成都 919.45 970.16 892.49 660.39 944.55 0 
 



研究生地理数学方法（实习）            Part1   电子表格 Excel 

 158

（2）第二步及其以后的合并。找到下一个最小的距离 d1,3=247.27，据此合并福冈与武

汉。后面的过程与最短距离法完全一样，只不过遵循“两数相遇取其大”的原则，每次合并

都保留较长距离，对角线的元素例外。最后可得聚类谱系图（图 6-2-3）。可以看出，首先

桂林与温州合并，然后武汉与福冈合并，接下来长沙与武汉－福冈合并，再接下来合肥与武

汉－福冈－长沙合并，再后成都与武汉－福冈－长沙－合肥合并，最后，桂林－温州与武汉

－福冈－长沙－合肥合并，完成全部聚类过程。虽然最短距离法与最长距离法的聚类起点一

样，处理方法相似，但因为样品合并时保留的数据不同，聚类过程和结果有很大差别。 
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图 6-2-3 基于欧式距离和最长距离法的聚类结果 
 

根据聚类过程不难绘制的样品分类冰柱图（图 6-2-4）。比较基于最短距离法给出的冰

柱图和最长距离法给出的冰柱图，容易看出两种方法导致的聚类过程的差别。 
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图 6-2-4 基于欧式距离和最长距离法的聚类冰柱图（实际上是一个 Word 表格） 
 

6.2.3 其他聚类方法 

最短距离法和最长距离法是两种极端的方法。假定样品归类过程中，两个相遇的距离数

据为 a 和 b，并且 a<b。利用最短距离法聚类，采用 min(a, b)=a 代表归类后的类簇与其他类
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点（一个样品）或者类簇（多个样品的合并结果）的距离；利用最长距离法聚类，采用 max(a, 
b)=b 代表归类后的类簇与其他类点或者类簇的距离。总之，聚类后类簇与其他类点或者类

簇的距离采用了边界值的上限或者下限。那么，能否在 a～b 之间找到一个合适的数值代表

聚类后的类簇与其他类点或者类簇的距离呢？当然可以。于是，先后产生了中间距离法、重

心法、类平均法、可变类平均法、可变法以及离差平方和法，如此等等多种方法。不论怎样

计量距离，归类的过程是一样的，每次都在距离矩阵中找到距离最小的样品优先归并，只不

过两数相遇的时候，取值不同。采用相应的公式计算出 a、b 之间的适当数值点，归并之后

既不保留 a，也不保留 b，而是保留这个 a、b 之间的数值点。这就是中间距离法、重心法等

方法的实施要领。读者可以根据最短距离法和最长距离法聚类过程举一反三、触类旁通。 
如果是 R 型聚类，即基于样品对变量聚类，我们可以将图 6-1-1 中的数据转置。其他处

理过程一样。 

§6.3 聚类结果评价 

从欧式距离矩阵出发，无论采用最短距离法，还是采用最长距离法，所得聚类结果都是

有问题的。我们的目标是解决福冈甜桔的引种问题，植物的引种非常关注极端气候条件——

所谓木桶的短板。从原始数据可以看出，武汉、合肥的年极端最低气温很低，合肥和成都的

年均降雨量明显偏低。根据我们的研究目标，福冈与合肥、武汉最不应该优先聚为一类，其

次不应该与成都优先聚类。但是，前面的聚类结果显示，福冈首先与武汉聚在一起了。要是

这样，我们引种福冈甜桔区位选择的聚类分析就不成功了。 
聚类效果不理想，可能的原因如下：其一，变量选择不适当。引入的变量不足（应该引

入的没有引入）或者过度（不该引入的变量引了进来）。其二，变量量纲不一致。各个变量

的数值单位不同，数据大小（位数）和符号（正负）相差较大。其三，变量之间存在相关性。

数据之间存在较大的信息冗余。其四，采用的距离或者聚类方法不适当。不同的距离和方法

有不同的优长和缺点，从而有各自的应用范围和功能局限。 
就上述例子而言，通共有五个变量，没有太大的选择余地。无论变量选择适当与否，都

已很难有效改进。至于变量之间的相关性，从表 6-3-1 可以看出，有些变量如一月份平均气

温与年极端最低气温之间的相关系数的确较高。但是，就量纲而言，气温数据很不突出，变

量相关可能不是主要原因。至于距离和方法选择的问题，可能是原因所在，但未必是根本原

因。反复的试验表明，如果采用基于相关系数或者夹角余弦的距离矩阵，聚类效果比较符合

实际。 

表 6-3-1 变量之间的相关系数 

  年平均 

气温 

年平均 

降雨量 

年日照 

时数 

年极端 

最低气温 

一月份 

平均气温 

年平均气温 1     
年平均降雨量 0.877 1    
年日照时数 -0.290 0.020 1   
年极端最低气温 0.646 0.562 -0.748 1   
一月份平均气温 0.785 0.783 -0.494 0.931  1 
 

从原始数据可以看到，最重要的影响因素可能是量纲问题。降雨量、日照时数和各种气

温之间单位不同，数值规模相差很大。其中年均降雨量和年日照时数绝对值显得非常突出，

有可能淹没了气温对聚类结果的影响。如果对数据进行标准化处理，然后采用欧式距离和最
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短距离法聚类，结果比较符合实际。利用标准化数据计算的欧式距离实际上是精度加权距离。

如图 6-3-1 所示，成都单独划分为一个亚类，其余城市属于另一个亚类。在多数城市的亚类

中，武汉与合肥属于一个亚亚类，温州、桂林、武汉、福冈属于另一个亚亚类。在长沙、桂

林、温州、福冈亚亚类中，福冈与长沙属于一个小类，温州与桂林属于另一个小类。总之，

福冈首先与长沙聚为一类，然后它们共同与桂林、温州聚为一类。这种结果与原始数据反应

的特征比较一致，与其他分析方法——如模糊数学的相似优先比（参见贺仲雄等的《决策科

学》）－—给出的结果也相互印证。 

 

样品（城市） 类别 
数目 7. 

成都 
 3. 

武汉 
 2. 

合肥

 4. 
长沙

 1. 
福冈

6. 
温州 

 5. 
桂林 
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图 6-3-1 基于精度加权距离和最短距离法的聚类冰柱图 
 

如果采用马氏距离聚类，效果也不理想——福冈优先与合肥归为一类，这是不符合实际

情况的。究其原因，可能在于，马氏距离是采用全部主成分为变量，基于欧式距离聚类。一

些次要的主成分没有反应数据特征的有效信息，反而引起一些噪声，干扰了正常的聚类效果。

如果提取特征根大于 1 的两个主成分，以这两个主成分为变量，采用欧式距离聚类，则无论

借助最短距离法，还是采用类平均法，结果都与图 6-3-1 所示的聚类相似（图 6-3-2）。 

 

样品（城市） 类别 
数目 7. 

成都 
 3. 

武汉 
 2. 

合肥

 6. 
温州

 5. 
桂林

4. 
长沙 

 1. 
福冈 
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图 6-3-2 基于两个标准化主成分、欧式距离和最短距离法/类平均法的聚类冰柱图 
 

在数据标准化之前，采用基于相似系数或者夹角余弦的距离矩阵聚类，结果之所以较好，

原因在于，数据量纲对相似系数和夹角余弦影响很小。相似系数是标准化的协方差，在利用

标准差对协方差进行标准化的过程中，数据的量纲影响已经被消除。夹角余弦公式与相似系

数有相似的构型，量纲的消除方式与相似系数大体一样。 
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第 7 章 距离判别分析 

判别分析属于广义的聚类分析，主要用于判断样品所属类别。它是在一批样品已经明

确分类的前提下，对一些后续得来的、类别归属不详的样品进行归类。判别分析有多种方

法，包括距离判别法、Fisher 判别法、Bayes 判别法、逐步判别法等等。其中最为基本的是

距离判别法，该方法是基于马氏距离发展出来的归类方法。下面以距离判别法为例说明线

性判别分析的基本思路和大致过程。这个例子的数据来源于联合国开发计划署（UNDP）
发表的《2000 年人类发展报告》（1998 年的数据）。 

【例】国家分类与判别。UNDP 的人类发展报告采用出生时预期寿命、成人识字率、

人均 GDP 等指标将全世界的国家分为三类：高人类发展水平、中等人类发展水平和低人类

发展水平。为了简明起见，不妨分析其中两类国家：第一类为高人类发展水平（抽取 6 个

国家作为训练样品），第二类为中等人类发展水平（抽取 8 个国家作为训练样品）。另外从

第一类和第二类国家中抽取 4 个国家作为待判样品。指标选用 3 个：出生时预期寿命、成

人识字率和人均 GDP。由于样本较小且变量不多，便于在 Excel 上进行分步计算。而且分

类结果均为已知，便于我们对判别分析的效果进行验证。 

§7.1 数据的预处理 

第一步，录入并整理数据 
将样品和变量按照一定的次序排列，并且进行初步分类（图 7-1-1）。 

 
图 7-1-1 两类国家和三种变量及其初步分类结果 
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第二步，数据的分类汇总 
为了方便后面的判别分析，我们需要进行一些基本的计算，包括每一类别中各个变量

的平均值。可以采用平均函数“average”计算，这里介绍分类汇总的方法。对于本例，由

于非常简单，“分类汇总”未必有什么优势。但是，当数据量很大时，分类汇总可能要方便

许多。 
（1）选中需要进行分类汇总的数据范围。对于我们的例子，只需要选中已经分类的国

家及其相关的标志（图 7-1-2）。对于待判别的国家，可以不选。选中也没有什么关系，但

计算结果没有用处。 
（2）调出分类汇总选项框。在主菜单中，沿着“数据（D）→分类汇总（B）”的路径

（图 7-1-2），打开“分类汇总（B）”选项框（图 7-1-3）。 
 

 

图 7-1-2 选中需要分类汇总的数据区域 
 

（3）分类选项设置。在分类汇总选项框中进行如下设置（图 7-1-3）： 
 在“分类字段（A）”一栏选择“类别”。 
 在“汇总方式（U）”一栏选择“平均值”。 
 在“选定汇总项（D）”一栏选择“出生时预期寿命、成人识字率和人均 GDP”。 
 最后选中“汇总结果显示在数据下方（S）”。 
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图 7-1-3 分类汇总选项框的设置 

 
（4）获取分类汇总结果。确定之后，立即得到分类汇总的结果（图 7-1-4）。后面需要

用到平均值。为了识别方便，可以将平均值字体加粗。 

 

图 7-1-4 分类汇总的结果 
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§7.2 计算过程 

7.2.1 构造判别函数 

第一步，计算样本均值 
这一步我们通过分类汇总已经完成。现在，从分类汇总中提出平均值，表示为列向

量——包括第一组的均值、第二组的均值和两组总计的均值 

⎥
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第一个样本和第二个样本的均值之差以及两个均值的均值为 
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全部结果见下表（表 7-2-1），可以置入 Excel 中的某个位置备用。 
 

表 7-2-1 均值的计算结果 

变量 第一组的均值 第二组的均值 均值之差 均值的均值 总计平均值

出生时预期寿命 77.117 70.413 6.704 73.765 73.286 
成人识字率 94.55 88.575 5.975 91.563 91.136 
人均 GDP 21948 4495 17453 13221.5 11974.857 

 
第二步，计算样本协方差 
Excel 计算协方差的命令为 covar。为了方便，我们可以从“数据分析”工具箱中调用

协方差分析工具。在主菜单中，沿着“工具（T）→数据分析（D）”的路径（图 7-1-2），
打开“协方差”选项框（图 7-2-1）。 

 

 
图 7-2-1 在“数据分析”中选择“协方差” 

 
首先计算第一组即高等发达国家组的变量之间的协方差矩阵。根据图 7-1-1 所示的数

据分步区域，在“协方差”分析选项框中进入如下设置（图 7-2-2）。 
输入区域包括数据标志，故选中“标志位于第一行（L）”。 
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输出区域可以任选一个空白区，由于我们的例子是 m=3 个变量，故数据区域需要 4×4
的单元格范围。当然，也可以将结果输出到新的工作表组或者新的工作薄，然后根据需要

剪贴回来。 

 
图 7-2-2 第一组数据的协方差计算 

 
确定之后，得到结果如下。这是一个下三角矩阵（表 7-2-2a），容易根据对称性将矩阵

填满，得到协方差矩阵 Cov1（表 7-2-2b）。 
 

表 7-2-2a 第一组协方差的计算结果（下三角矩阵） 

  出生时预期寿命 成人识字率 人均 GDP
出生时预期寿命 5.911 
成人识字率 10.148 80.306 
人均 GDP 9848.383 21006.350 32050641.333 

 

表 7-2-2b 第一组协方差的计算结果（完整矩阵） 

  出生时预期寿命 成人识字率 人均 GDP
出生时预期寿命 5.911 10.148 9848.383 
成人识字率 10.148 80.306 21006.350
人均 GDP 9848.383 21006.350 32050641.333 

 
与 SPSS 等软件不同，Excel 计算协方差采用如下公式 

∑
=

−−=
n

i
ii yyxx

n
yx

1
))((1),cov( .                    (7-2-1) 

我们计算马氏距离将利用平均结果，故需要将协方差转换为交叉乘积和（sum of cross 
products），即 

∑
=

−−==
n

i
iixy yyxxyxnS

1
))((),cov( .                  (7-2-2) 

在 Excel 中，这个计算过程只需要利用常数与矩阵的乘法就可以方便地实现。第一组数据

的样品数为 n1=6，用矩阵乘以 6 即可。具体操作方法如下：根据变量个数 m=3，选中一个

3×3 的单元格范围，输入公式“=I2:K4*6”，这里 I2:K4 表示协方差在工作表组中的位置
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（图 7-2-3）。左手按住“Ctrl+Shift”键，右手按回车（Enter），立即得到结果。 
 

 
图 7-2-3 将协方差还原为交叉乘积和 

 
需要注意的是，矩阵运算始终要选中与矩阵维数一致的单元格范围，并且同时按下

“Ctrl+Shift+Enter”键。交叉乘积和的计算结果见下表 7-2-3。将表中的交叉乘积和表示为

矩阵便是 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

0.1923038481.1260383.59090
1.126038835.481885.60
3.59090885.60468.35

1S . 

 

表 7-2-3 第一组交叉乘积和的计算结果 

 出生时预期寿命 成人识字率 人均 GDP
出生时预期寿命 35.468 60.885 59090.3 
成人识字率 60.885 481.835 126038.1 
人均 GDP 59090.3 126038.1 192303848.0 

 
用同样的方法计算第二组即中等发达国家组的变量协方差矩阵 Cov2，见下表 7-2-4。

第二组样品数为 n2=8。用 8 乘以协方差矩阵得到交叉乘积和矩阵 S2，结果如下表 7-2-5。
将表中的数据表示为公式就是 

⎥
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⎢
⎢
⎢

⎣
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−

−
=

0.101935367.671988.6277
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2S . 

 

表 7-2-4 第二组协方差的计算结果（完整矩阵） 

  出生时预期寿命 成人识字率 人均 GDP
出生时预期寿命 8.131 21.828 -784.725 
成人识字率 21.828 217.377 8399.838 
人均 GDP -784.725 8399.838 1274192.000 

 

表 7-2-5 第二组交叉乘积和的计算结果（完整矩阵） 
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  出生时预期寿命 成人识字率 人均 GDP
出生时预期寿命 65.049 174.623 -6277.8 
成人识字率 174.623 1739.015 67198.7 
人均 GDP -6277.8 67198.7 10193536.0 

 
根据上面的结果，借助如下公式估计两个样本数据的共同协方差矩阵（pooled within-

group matrix），实际上是第一组抽样协方差矩阵与第二组抽样协方差矩阵的加权平均值 

)(
12
1)(

2
1ˆ

2121
21

SSSS
nn

+=+
−+

=Σ .                 (7-2-3) 

在 Excel 的工作表中选中一个 3×3 的单元格范围，用矩阵 S1 和 S2 相加，同时按下

“Ctrl+Shift+Enter”键，然后在用矩阵乘以 1/(6+8-2)即可。计算结果见下表 7-2-6。将表中

的数值表示为矩阵公式就是 
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⎢
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0.16874782067.16103042.4401
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ˆ . 

 

表 7-2-6 两个样本共同协方差的估计值 

  出生时预期寿命 成人识字率 人均 GDP
出生时预期寿命 8.376 19.626 4401.042 
成人识字率 19.626 185.071 16103.067 
人均 GDP 4401.042 16103.067 16874782.000 

 
接下来借助求逆命令 minverse 计算共同协方差的逆矩阵。选择一个 3×3 的单元格范

围，输入公式“=minverse(数据范围)”，回车即可。数据见下表（表 7-2-7）。将表 7-2-5 的

数值表示为矩阵公式就是 
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0000029075.00073107211.00156010844.0
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ˆ 1 . 

 

表 7-2-7 两组共同协方差矩阵的逆矩阵 

  出生时预期寿命 成人识字率 人均 GDP
出生时预期寿命 0.1716319804 -0.0156010844 -0.0000298750 
成人识字率 -0.0156010844 0.0073107211 -0.0000029075 
人均 GDP -0.0000298750 -0.0000029075 0.0000000698 

 
第三步，构造线性判别函数 
首先计算系数向量。引用前面的计算结果，判别系数公式为 
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软件操作方法是借助矩阵乘积矩阵乘法函数 mmult 进行运算。用共同协方差矩阵的逆

矩阵左乘平均值的差值向量。在 Excel 中，选取一个 3×3 的单元格范围，输入公式

“=mmult(逆矩阵数据范围，均值差向量数据范围)”，然后按照矩阵计算的方式确定。如下

图 所 示 ， 根 据 平 均 协 方 差 的 分 布 区 域 和 均 值 之 差 的 分 布 区 域 ， 输 入 公 式

“=MMULT(I33:K35,L33:L35)”，同时按下“Ctrl+Shift+Enter”键即可（图 7-2-4）。 
 

 
图 7-2-4 共同协方差的逆矩阵与均值差向量相乘 

 
线性判别函数可以表作 

)2()1()2()1( )](
2
1[)()( +′−′≈+′−′=−′= XaXaXXaXaXXaXW .          (7-2-5) 

式中的 a’表示判别系数向量 a 的转置，X=[x1 x2 x3]为变量向量构成的矩阵。根据距离判别

函数的推导过程，判别函数的常数应该为 
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利用矩阵乘积函数 mmult，容易算出上面的数值。但是，在实际中，常数值取 
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也就是说，在估计模型常数的时候，我们采用总计平均值代替了两个样本均值的均值。于

是线性判别函数便是 

094.41001.0112.0536.0)( 321 −+−= xxxXW .                (7-2-6) 

式中 x1 表示出生时预期寿命向量，x2 表示成人识字率向量，x3表示人均 GDP 向量。线性判
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别函数在形式上就是一个线性回归模型，其中常数项相当于截距，判别系数就是斜率。 

7.2.2 计算样本判别得分 

在 Excel 中，有四种途径计算判别得分值（discriminant score）。一是数值计算，二是

数组运算，三是向量计算，四是矩阵计算。 
第一种方法——数值运算 
当变量不多的时候，采用数值计算很方便。以加拿大为例，将其出生时预期寿命

79.1、成人识字率 99、人均 GDP 数值 23582 代入公式 

094.41001.0112.0536.0)( 321 −+−= iiii xxxxW ,              (7-2-7) 

得到 

857.13094.4123582*001.099*112.01.79*536.0)( =−+−=ixW . 

将原始数据和参数值按照图 7-2-5 所示的区域位置排列，根据上述计算公式，在 G2 单

元格中输入算式 
“=$D$20*D2+$E$20*E2+$F$20*F2-$D$21”, 

回车得到 13.857。将鼠标指针指向 G2 单元格右下方成黑十字填充柄，双击，或者向下拖

拽至 G19，得到全部结果（图 7-2-6）。 
 

 
图 7-2-5 用数值的方式计算判别得分值 

 
不考虑待判样品，第一组判别值之和与第二组的判别值之和的绝对值相等，但符号相

反。换言之，两组判别值的总和等于 0。在 Excel 中很容易验证这一结论。 
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图 7-2-6 判别值的数值或数组计算结果 
 

第二种方法——数组运算 
 
数组运算比数值运算方便，关键是利用数组乘积函数 sumproduct，这个命令可以将各

个数组对应的元素相乘并加和（图 7-2-7）。假定图 7-2-5 所示的数据分布格局不变，在 G2
单元格中输入公式 

“=SUMPRODUCT(D20:F20,D2:F2)-$D$21”, 
回车即可得到 13.857，余下的步骤和结果与上例完全一样——用鼠标双击或者拖拽向下拷

贝命令，得到全部数值（图 7-2-6）。 
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图 7-2-7 用数组乘运算的方式计算判别值 
 
第三种方法——向量运算 
向量运算是直接应用公式（7-2-6），即 

094.41001.0112.0536.0)( 321 −+−= xxxXW . 

假定数据分布区域如图 7-2-5 所示不变，选中单元格范围 G2:G19（图 7-2-8），然后输入算

式 
“=D20*D2:D19+E20*E2:E19+F20*F2:F19-D21”, 

同时按下“Ctrl+Shift+Enter”键即可得到全部结果（图 7-2-9）。 
 

 
图 7-2-8 用数值与向量的混合运算的方式计算判别值 
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图 7-2-9 判别值的向量或矩阵计算结果 
 

第四种方法——矩阵运算 
 

假定数据分布区域如图 7-2-5 所示不变，选中单元格范围 G2:G19（图 7-2-10），输入算

式 
“=MMULT(D2:F19,TRANSPOSE(D20:F20))-D21”, 

同时按下“Ctrl+Shift+Enter”键即可得到全部结果（图 7-2-9）。式中用到矩阵转置命令

transpose。如果事先将向量 a’转置，则无需采用这个命令。总之觉得怎么顺手就怎么处

理。 
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图 7-2-10 用矩阵乘法运算的方式计算判别值 

 

7.2.3 数值的规范化处理 

判别函数和判别值的规范化并非必要步骤。有了上面的计算结果，我们已经可以对待

判样品进行归类。规范化处理的目的之一是使得数值更为直观。当然，我们这里有一个特

殊的目的，就是为了便于读者借助 SPSS 验证计算结果。反过来，我们可以通过 Excel 的逐

步计算加深理解 SPSS 的判别分析原理。统计分析软件 SPSS 的判别分析结果都经过规范化

处理。 
将第一组的平均值即样本 1 的均值代入判别函数式（7-2-7），得到第一组的重心值 
 

656.11094.4121948*001.0550.94*112.0117.77*536.0)1( =−+−=W . 
 

这个数值等于第一组判别值的均值。将第二组的平均值即样本 2 的均值代入判别函数给出

第二组的重心值 
 

742.8094.414495*001.0575.88*112.0413.70*536.0)2( −=−+−=W . 
 

这个数值等于第二组判别值的均值。将两组的总计平均值代入判别函数式得到 
 

0094.41857.11974*001.0136.91*112.0286.73*536.0)0( =−+−=W . 
 

这个数值等于全体判别值之和。也就是说，我们将两个样本总和的重心位置（centroid）定

义为 0（图 7-2-11）。由两组重心值可以计算一个规范化系数 

516.4)742.8656.11()2()1( 2/1 =−+=+= WWC .             (7-2-8) 

于是两个组的规范化重心值分别是 
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581.2
516.4
656.11)1()1( ===

C
Ww , 936.1

516.4
742.8)2()2( −=

−
==

C
Ww . 

用规范化系数除判别函数的常系数，可以得到规范化判别函数（canonical discriminant 
function），即 

09902.900022.002472.011868.0

)094.41001.0112.0536.0(
516.4
1)(

321

321

−+−=

−+−=

iii

iiii

xxx

xxxxW
.             (7-2-9) 

借助规范化判别函数计算各个样品的判别值，得到规范化判别值。当然，利用规范化系数

去除前面计算的、未经规范化处理的判别系数，同样可以得到规范化判别系数（图 7-2-
11）。第一组的规范化判别值的平均值为 2.581，第二组的规范化判别值的平均值为-1.936。
可见，无论数据是否经过规范处理，各组平均值的判别值，等于各组判别值的平均值。 
 

 
图 7-2-11 判别值的规范化处理结果 

§7.3 判别函数检验 

7.3.1 样本显著性差异的 F 检验 

判别检验主要是 F 检验，用以判断两组之间的差异是否显著。如果第一组和第二组之

间没有显著性差异，则分类无效，从而判别函数也就没有效果。道理其实也很简单，判别

分析的前提是聚类分析，聚类分析的前提是不同样本之间存在显著性差异。如果第一个样

本（高发展水平）和第二个样本（中发展水平）之间没有明确的差别，则无法保证分类是

有效的。以不明确的分类作为训练样本开展判别分析，结果当然令人难以置信。F 值的计

算公式为 
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= ,                      (7-3-1) 

式中 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−

+
′−

+
−+= − )()()2( )2()1(

21

211)2()1(

21

21
21

2 XX
nn

nn
SXX

nn
nn

nnT .      (7-3-2) 

式中 n1=6 为第一类的样品数，n2=8 为第二类的样品数，m=3 为变量数，圆括号中的两个 X
分别代表两组均值向量，S-1 为两个样本的交叉乘积和矩阵的逆矩阵。 

根据前面的计算结果，两个样本的交叉乘积和矩阵定义为 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

+=

0.2024973848.1932365.52812
8.193236850.2220508.235
5.52812508.235517.100

0.101935367.671988.6277
7.67198015.1738623.174
8.6277623.174049.65

0.1923038481.1260383.59090
1.126038835.481885.60
3.59090885.60468.35

21 SSS

. 

利用 Excel 的矩阵求逆函数 minverse 容易计算 S 矩阵的逆矩阵 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−

=−

0000000058.00000002423.00000024896.0
0000002423.00006092268.00013000904.0
0000024896.00013000904.00143026650.0

1S . 

两组均值之差向量前面已经给出 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=−

17453
975.5
704.6

)2()1( XX . 

将上面的矩阵、向量和有关数值代入式（7-3-2）得到 T2=69.933，将 T2=值代入式（7-3-1）
得到 F=19.426。 

查表得到在显著性水平 α=0.05 时 F 值的临界值 Fα为 

708.3)10,3()1,( 21 ==−−+ αα FmnnpF . 

在 Excel 的任意单元格输入公式“=FINV(0.05,3,6+8-3-1)”，回车，即可得到这个临界值。

可见 F 值大于临界值 

708.3426.19 05.0 =>= FF . 

因此，在 α=0.05 的水平下，两组之间的差异显著，判别函数有效。 

7.3.2 等方差性检验 

判别分析的基本假设之一，是不同组的协方差矩阵相等。对于二分类，理论上要求如

下关系成立 
)2()1( Σ=Σ .                              (7-3-3) 
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但是，对于实际的问题，两个协方差矩阵的估计值一般不相等，即有 
)2()1( ˆˆ Σ≠Σ .                              (7-3-4) 

这个不等关系可能是由于抽样的随机误差引起的，也可能是两个协方差矩阵本质上就不相

同。如果协方差矩阵的不相等是由抽样的随机误差引起，则在一定显著性水平下可以视为

相等，故可采用线性判别函数。但是，如果协方差矩阵的不相等是由系统内在性质的决

定，则误差不可忽略，不能采用线性判别函数，而应该采用二次判别函数之类的非线性判

别函数。 
借助卡方分布可以检验协方差矩阵的等协方差性质。原假设是两组协方差矩阵相等，

对立假设是不等。如果计算的卡方值大于某个显著性水平下的临界值，则在一定置信度下

否定原假设，不宜采用线性判别函数。否则，当卡方值小于临界值时，接受原假设，协方

差矩阵在该显著性水平下可以视为相等，因而可以采用线性判别函数。卡方统计量的计算

公式为 

1)2(1)1(

2
2

2121
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χ .    (7-3-5) 

理论上可以证明，这个函数服从自由度为 m(m+1)/2 的 χ2 分布。 
如前所述，对于我们的例子，n1=6 为第一类的样品数，n2=8 为第二类的样品数，m=3

为变量数。代入公式可得 

281.1
4*6

13*33*2)
12
1

7
1

5
1(1

)1(6
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2
1

1
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1
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−
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. 

现在的问题是，公式中的另外一部分 

)2(
2

)1(
1211)2(1)1(

2

ˆln)1(ˆln)1(ˆln)2(
ˆˆ

ˆ
ln

21

21

Σ−−Σ−−Σ−+=
ΣΣ

Σ
=

−−

−+

nnnnM nn

nn

    (7-3-6) 

怎样计算。实际上，式（7-3-6）给出的 M 值在 SPSS 中叫做 Box’s M 统计量，用于检测协

方差矩阵是否具有相等性。 
Excel 给出的协方差矩阵是总体协方差，为了计算卡方值，需要将它们转换为抽样协方

差矩阵。第一组的抽样协方差矩阵为 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

−
=Σ

0.1923038481.1260383.59090
1.126038835.481885.60
3.59090885.60468.35

5
1

1
1ˆ

1
1

)1( S
n

, 

第二组的抽样协方差矩阵为 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

−
=Σ

0.101935367.671988.6277
7.67198015.1738623.174
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2
2

)2( S
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. 

两组共同的协方差矩阵即所有组内矩阵前面已经给出 
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⎥
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利用行列式求值函数 mdeterm 很容易在 Excel 里计算出三个协方差矩阵的行列式 

=Σ )1(ˆ 9877117068.409, 

=Σ )2(ˆ 969860010.334, 

=Σ̂ 16685242480.017. 

取对数得到 

013.23ˆln )1( =Σ , 

692.20ˆln )2( =Σ , 

538.23ˆln =Σ . 

于是 
537.22692.20*7013.23*5538.23*12 =−−=M . 

这样，卡方值等于 

874.28537.22*281.12
0 ==χ . 

取显著性水平 α=0.05，自由度为 df=3*(3+1)/2=6。利用卡方临界值查询函数 chiinv 可以在

Excel 里很方便地调查临界值。在任意单元格输入公式“=CHIINV(0.05,3*(3+1)/2)”，回

车，立即得到 12.592，即 

592.122
6,05.0 =χ . 

由于 χ0
2>12.592，故否定原假设，两个协方差矩阵不相等。因此，对于本例，线性判别函

数不够理想。最好采用非线性判别函数进行判别分析。 

§7.4 样品的判别与归类 

有了上述判别值的计算结果，就不难对待判样品进行归类分析。非常明显，第一类国

家，除了阿根廷外，判别值都是正值（大于 0）；第二类国家判别值均为负值（小于 0）。在

待判样品中，有两个国家——瑞典和希腊的判别值大于 0，与第一类国家的判别值接近，

应该归入高等发展水平国家一类；另外有两个国家——罗马尼亚和中国的判别值小于 0，
与第二类国家的判别值接近，归为中等发展水平国家一类。对照 UNDP 的《2000 年人类发

展报告》可知，判别结果完全正确。 
如果用 1 代表第一类，2 代表第二类，0 代表待判类，则判别结果是：瑞典、希腊的预

测类别为 1，罗尼尼亚和中国的预测类别为 2（图 7-4-1）。 
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图 7-4-1 基于判别得分的样品归类 

 
计算结果表明，第一类中的阿根廷的判别值小于 0，这种现象如何解释呢？有两种可

能，其一是联合国的国家分类不完全准确，UNDP 对阿根廷归类有误；其二是判别分析变

量不全，体现阿根廷优势的变量没有选入。解决的办法是将 UNDP 用于分类的全部变量都

采纳进来，然后计算判别值。如果计算结果仍然是小于 0，则可以初步判断，阿根廷的归

类有误，否则，属于变量不全的问题。当然，要得出准确的结论，需要开展更多的分析。 
通过上面的计算过程，我们可以对判别分析形成一种概略的印象，并且建立一种分析

的体验。要想深入理解判别分析，必须研读有关判别分析的数学原理，并且经常进行实际

操作练习。不言而喻，对于大样本的判别问题，利用 Excel 计算是非常繁琐的，需要利用

SPSS 等统计分析软件的判别分析功能开展工作。 

§7.5 利用回归分析建立判别函数 

判别函数的得分实际上是第一个样本的平均值到两个样本总计平均值的马氏距离平方

与第二个样本的平均值到总计平均值的马氏距离平方的差值。这个距离可以由各个变量乘

以确定的系数、然后减去一个常数生成。判别函数式在形式上就是一个多元线性回归方程

式。自变量都是已知数，因变量可以通过马氏距离平方差计算。只要算出了马氏距离平方

差，就可以基于最小二乘法通过多元线性回归确定判别函数的系数及其常数。 
第一步，整理数据，并且计算平均值。如图 7-5-1 所示，在 D16 单元格输入公式

“=AVERAGE(D2:D7)”，回车得到第一组样品第一个变量的均值 77.1；抓住 D16 单元格的

右下角右拖到 F16 单元格，得到第一个样本的全部均值。在 D17 单元格输入公式

“=AVERAGE(D8:D15)”，回车得到第二组样品第一个变量的均值 70.4；抓住 D17 单元格

的右下角右拖到 F17 单元格，得到第二个样本的全部均值。在 D18 单元格输入公式

“=AVERAGE(D2:D15)”，回车得到二样本总计的第一个变量的均值 73.3；抓住 D18 单元
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格的右下角右拖到 F18 单元格，得到全部总计平均值。 
其实，如果完成了图 7-1-4 所示的分类汇总工作，直接整理分类汇总数据即可。 

 

 
图 7-5-1 重新整理好的数据 

 
第二步，计算共同协方差矩阵及其逆矩阵。首先分别算出第一个样本的协方差（表 7-

2-2）和第二个样本的协方差（表 7-2-4），然后用第一数组乘以 n1=6 加上第二数组乘以

n2=8，再除以 n1+n2-2=12，结果如表 7-2-6 所示。将表 7-2-6 中的数据复制到如图 7-5-2 所

示的位置，然后借助矩阵求逆函数 minverse 计算其逆矩阵。 
 

 
图 7-5-2 两组数据的共同协方差矩阵及其逆矩阵 

 
第三步，计算马氏距离矩阵。分为如下几个小的步骤完成。 
首先，用原始数据减去总体平均值。在图 7-5-1 所示的数据下面，选定一个(n1+n2+2)

×3=16×3 的区域。然后，在 D20 单元格输入公式“=D2-D$18”，回车，得到第一个差值

5.81（图 7-5-3）。抓住 D20 单元格右下角右拉到 F20 单元格。然后，选中区域 D20:F20，
抓住区域的右下角下拉到第 35 行，于是在区域 D20:F35 出现全部的原始数据与总计平均值

的差值，它们构成一个总计离差矩阵（图 7-5-4）。 
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图 7-5-3 计算原始数据与总计平均值的差值矩阵 
 

 
图 7-5-4 总计离差矩阵的计算结果 

 
然后，用总计离差矩阵乘以共同协方差矩阵的逆矩阵。注意到图 7-5-2 和图 7-5-4 所示

的数据分布。再次选取一个 16×3 的区域，输入公式“=MMULT(D20:F35,I7:K9)”（图 7-5-
5），同时按下“Ctrl 键＋Shift 键＋Enter 键”，得到第一个矩阵乘积（图 7-5-6）。 
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图 7-5-5 计算总计离差矩阵与协方差逆矩阵的乘积 

 

 
图 7-5-6 总计离差矩阵与共同协方差逆矩阵的乘积结果 

 
最后，计算各个样品到总计平均位置的马氏距离。根据图 7-5-4 和图 7-5-6 所示的数据

分布，并考虑 14 个样品外加两组平均值，选定一个(n1+n2+2)×(n1+n2+2)=16×16 的区域，

输入计算公式“=MMULT(D38:F53,TRANSPOSE(D20:F35))”（图 7-5-7），同时按下“Ctrl
键＋Shift 键＋Enter 键”，得到第二个矩阵乘积，这个乘积就是我们需要的马氏距离矩阵

（图 7-5-8）。 
在 AF2 单元格输入公式“=AVERAGE(N2:S2)”，回车得到 7.919，双击或者下拉 AF2

单 元 格 右 下 角 ， 生 成 第 一 组 的 全 部 平 均 值 ； 在 AG2 单 元 格 输 入 公 式

“=AVERAGE(T2:AA2)”，回车得到-5.939，双击或者下拉 AG2 单元格右下角，生成第二
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组的全部平均值。对比可知，AF 列的结果与 AB 列的数值一样，AG 列的结果与 AC 列的

数值一样。由此可知，一个组中各样品平均值到总计平均值的马氏距离，其实就是该组中

各个样品到总计平均值的马氏距离的平均。 
 

 
图 7-5-7 计算马氏距离矩阵（局部显示） 

 

 
图 7-5-8 马氏距离矩阵的计算结果（局部显示，其中 P～Y 列隐藏） 

 
第四步，计算训练样品的判别得分，并将其规范化。用第一组的平均值减去第二组对

应的平均值，就可以得到各个样品的判别函数得分值。在 AD2 单元格中输入公式“=AB2-
AC2”，回车，得到第一个差值；双击 AD2 单元格右下角，生成全部的判别得分值。第一

组平均值得分的绝对值与第二组平均值得分的绝对值之和为 20.397，开平方根得到 4.516。
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用各个样品的判别得分值除以 4.516，得到规范化的判别得分值。采用公式计算就是，在

AE2 单元格输入公式“=AD2/(ABS($AD$16)+ABS($AD$17))^0.5”，回车，得到 3.068。双

击 AE2 单元格右下角，生成全部的规范化得分值（图 7-5-9）。 
 

 
图 7-5-9 训练样品的判别得分及其规范化结果 

 
第五步，借助回归分析计算判别函数系数。为了方便起见，再次整理数据的排列，然

后开展多元线性回归分析。根据图 7-5-10 所示的数据分布，回归选项设置如图 7-5-11 所

示。这就是说，以出生时预期寿命、成人识字率和人均 GDP 为自变量，以规范化判别得分

为因变量，建立线性回归模型。确定之后，输出回归分析结果如下（图 7-5-12）。 
 

 
图 7-5-10 计算结果的整理（隐藏暂时不需要的列） 
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图 7-5-11 基于规范化判别得分的回归分析选项 

 

 
图 7-5-12 基于规范化判别得分的回归分析结果 

 
根据回归分析输出结果，建立规范化判别函数如下 

09902.900022.002472.011869.0 321 −+−= iiii xxxy . 

如果采用未经规范化的判别得分（图 7-5-12 中的 AD 列）——两组马氏距离的均值之差为
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因变量进行回归（图 7-5-13），则基于输出结果可以建立未经规范化的判别函数式 

09413.41001.011166.053602.0 321 −+−= iiii xxxy . 

所有的结果与前面给出的都是一样。至于其他的判别分析过程，就不再赘述了。 
 

 
图 7-5-13 基于非规范化判别得分的回归分析结果 

 

§7.6 判别分析与因子分析的关系 

判别分析与因子分析（主成分分析）虽然是不同的多元统计分析方法，但它们之间存

在一定的数学关系。一方面，二者都是协方差逼近技术；另一方面，判别分析和因子分析

有时可以从不同的角度处理类似的问题。判别分析用于样品归类，而因子分析也具有一定

程度的分类功能。下面，以出生时预期寿命、成人识字率和人均 GDP 为变量，以图 7-5-1
所示的 14 个国家和两组平均值为样品（共计 16 个样本，不考虑总计平均值），计算因子得

分。之所以将平均值作为样品，是因为判别分析将两组平均值作为特别的样品对待了。本

例因子分析的要求如下：其一，原始数据不经标准化处理；其二，从协方差矩阵出发，而

不是相关系数矩阵出发；其三，输出全部的因子得分——我们有三个变量，共有三个因

子。计算结果如图 7-6-1 所示。 
可以看到，第一公因子与判别得分值之间具有良好的对应关系：第一，数值符号完全

一致——正对正，负对负；其二，除了阿根廷有些特殊之外，其余样品的判别得分值与相

应的第一公因子得分值的比值接近于常数，大约在 2.5 左右。以第一公因子得分为自变

量，以规范化判别得分为因变量，建立一元线性相关图，结果显示二者高度相关——相关

系数为 0.992 左右（图 7-6-2）。 
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图 7-6-1 原始数据的因子得分与判别得分的比较 
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图 7-6-2 第一公因子与判别得分的相关图 

 
因子分析的特征根折线图（scree plot）表明，原始数据的信息主要反映在第一公因子

中，第二和第三公因子的方差贡献很小，可以忽略不计。换言之，第一公因子的方差贡献

接近百分之百。以三个公因子为自变量，以规范化判别得分为因变量，进行多元线性回

归，结果显示，第二、第三公因子对判别得分的影响为 0，只有第一公因子对判别得分有

不可忽略的影响（图 7-6-3）。图 7-6-2 所示的一元线性回归与图 7-6-3 所示的多元回归结论

一致。多元回归分析排除了第二和第三公因子与判别得分的相关关系。 
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图 7-6-3 因子得分与判断得分的回归分析结果 

 
判别分析表明，在第一组的六个国家中，有五个国家的判别得分为正值，属于同一类

型的国家（高人类发展水平），但阿根廷例外；在第二组的八个国家中，判别得分全部为负

值，属于另外一种类型的国家（中等人类发展水平），这一组没有例外。 
因子分析表明，在第一组的六个国家中，有五个国家的第一公因子得分为正值，属于

同一类型的国家，但阿根廷例外；在第二组的八个国家中，第一公因子得分全部为负值，

属于另外一种类型的国家，这一组没有例外。 
因子分析和判别分析的结论相辅相成：第一组有五个国家属于高人类发展水平，第二

组的八个国家全部属于中等人类发展水平。总体看来，第一组的阿根廷判给第二组更为合

适，近似为中等人类发展水平的国家。 
通过这个例子可以看到，回归分析、因子分析、聚类分析和判别分析在应用方面具有

一定的功能联系。在实践中，可以将它们巧妙结合，灵活运用。只有这样，才能更为有效

地解决复杂的地理数据分析问题。 
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第 8 章 自相关分析 
 

自相关分析可以看作是相关分析方法的一种推广，但它有许多自身的特殊规则。尽管如

此，常规的相关分析技术对我们理解时间序列或者空间序列的自相关分析非常有用。自相关

分析主要借助于自相关函数和偏自相关相关函数，这两种函数分别是自相关系数和偏自相关

系数的集合。自相关系数的计算公式及其检验统计量都非常简单，我们可以借助 Excel 非常

方便地计算自相关函数。偏自相关函数的计算过程相对麻烦一些。只要知道自相关分析的计

算方法，有关过程可以比较轻易地推广到互相关的计算领域。 
【例】某海域海平面年平均高度变化。海平面的年均高度变化可能是随机的，也可能具

有趋势性，当然，还可能具有某种周期性或者季节性。数据来源于苏宏宇等编著的

《MathCAD2000 数据处理应用与实例》。原始数据可能是实际观测结果，也可能是作者为教

学需要而“人造”的数据。不过，对于我们的方法性教学而言，这个数据的具体来源不是那

么重要。我们要说明的是自相关的函数的计算过程及其分析方法。 

§8.1 自相关系数 

8.1.1 快速计算和绘图 

首先，录入时间序列数据。限于页面篇幅，这里只展示部分数据（图 8-1-1）。 
 

    

图 8-1-1 某海域海面平均高度时间序列（此图为“剪断”排列） 
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自相关系数（ACF）计算的一般过程如下。 
第一步，将原始数据绘成折线图 
借助原始数据绘制反映时间序列变化特征的折线图（图 8-1-2）。从图中可以看到，海平

面年平均高度变化具有某种周期特征。至于周期是否真的存在，周期长度是多少，需要进一

步的分析才能确定。 
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图 8-1-2 某海域海面平均高度变化折线图（100 年） 

 
第二步，对数据进行标准化 
在主成分分析一章，曾经给出数据标准化的公式 
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分别为第 j 列数据的均值和标准差，xij 为第 i 行（即第 i 个样品）、第 j 列（即第 j 个变量）

的数据，xij
*为相应于 xij的标准化数据，n=100 为样品数目（参见图 8-1-1）。 

不妨选择第 C 列作为标准化数据的区域，标准化结果用 Z 作为标志。根据图 8-1-3 所示

的数据排列，在 C1 单元格中输入 Z 代表标准化数据，在单元格 C2 中输入如下公式 
“=(B2-average($B$2:$B$101))/stdev($B$2:$B$101)”, 

回车，得到第一个数据的标准化结果-1.14088。用鼠标指针指向 C2 单元格的右下角形成黑

十字的填充柄，双击，或者向下拖拽到 C101，生成全部的标准化数据（图 8-1-3）。 
 

第三步，计算自相关系数 
在 D1 单元格中输入 Lag 表示时滞。在 D2 输入 1，D3 中输入 2。然后，同时选中 D2:D3，
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鼠标指针指向右下角成黑十字填充柄，下拖，生成时滞参数 1、2、3、…，一般而言，生成

n/4 个或者 n1/2 个。生成多少没有关系，需要的时候后面还可以补加。不妨生成 n/4=25 个（图

8-1-3）。 
接下来，在 E1 单元格输入 ACF 表示自相关系数。在 E2 单元格输入如下公式 

“=SUMPRODUCT(OFFSET($C$2:$C$101,D2,0,100-D2),OFFSET($C$2:$C$101,0,0,100-D2))
/(100-1)”, 

回车，得到第一个自相关系数 0.80538（对应于时滞等于 1 的情况）。用鼠标指针指向 E2 单

元格的右下角形成黑十字的填充柄，双击，或者向下拖拽到 E26，生成全部时滞对应的自相

关系数（图 8-1-3）。 
 

 

图 8-1-3 某海域海面平均高度时间序列的自相关系数及其检验统计量（局部） 
 
如果觉得自相关系数序列不够长，同时选中单元格 D25:D26 右下角下拖，补充时滞；

然后用鼠标指针指向 E26 单元格的右下角形成黑十字的填充柄，双击，或者向下拖拽，生

成更多的自相关系数。更简单地，同时选中单元格 D26:E26，然后用鼠标指针指向 E26 单元

格的右下角形成黑十字的填充柄，下拖即可。 
说明两点：其一，在计算自相关系数的公式中，$C$2:$C$101 表示标准化时间序列的单

元格范围，D2 表示第一个时滞参数所在，100 为样品数目。其二，数据标准化采用了样本

标准差函数（stdev）。如果采样总体标准差函数（stdevp）对数据标准化，则标准化公式为 
“=(B2-AVERAGE($B$2:$B$101))/STDEVP($B$2:$B$101)”, 
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相应地，计算自相关函数为的公式为 
“=SUMPRODUCT(OFFSET($C$2:$C$101,D2,0,100-D2),OFFSET($C$2:$C$101,0,0,100-D2))

/100”. 
在我们这个问题里，采样哪种标准差——总体标准差抑或样本标准差——对数据标准化没有

实质性的意义，标准化仅仅是为了计算过程的方便。不过，如果考虑自相关系数的统计学意

义，最好采用抽样标准差进行数据标准化。 
 

第四步，计算约略估计值 

自相关系数的方差近似为 n，标准差为 n/1 。在正态分布条件下，取 2± 倍的标准误

差将得到一个近似 95%的置信区间。有人将 

nns /296.1 ±≈±=                          (8-1-4) 

称为二倍标准差的“约略估计值”。在实际工作中，在样本自相关图中标上“2 倍的标准误

差带”，便于根据图形信息判断自相关系数的变化规律。 
在 F1 单元格中输入 SE 表示二倍的标准误差。在 F2 中输入公式“=2/SQRT(100)”，计

算二倍标准差的估计值。回车之后得到第一个数据 0.2，按照前面的方法，用鼠标双击或者

下拖得到全部结果（图 8-1-3）。 
 

 

图 8-1-4 某海域海面平均高度时间序列的（偏）自相关系数及其正负二倍标准误差 
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第五步，计算 Q 统计量 
在 G1 单元格中输入 Box-Ljung 表示修正后的 Q 统计量。在 G1 单元格中输入如下公式 

“=100*(100+2)*(E2^2)/(100-D2)”, 
回车得到第一个统计量 66.829（对应于第一个自相关系数）。在 G3 单元格中输入公式 

“=100*(100+2)*(E3^2)/(100-D3)+G2”, 
回车得到第二个统计量 86.5489（对应于第一、二个自相关系数）。 

接下来，用鼠标指针指向 G3 单元格的右下角形成黑十字的填充柄，双击，或者向下拖

拽，得到全部的 Q 统计量（图 8-1-3）。 
 

 
图 8-1-5 图表向导－自定义类型－线柱图 

 
第六步，绘制 ACF 图 
首先在给出正负约略估计值，以便给出二倍的标准误差带（图 8-1-4）。PSE 代表正的二

倍标准差，NSE 代表负的二倍标准差。 
然后，临时去掉时滞标志 Lag，并选中数据，在图表向导的自定义类型中选择线－柱图

（图 8-1-5）。点击“完成（F）”确定，得到线柱图“草图”（图 8-1-6）. 
为了图形结构的清晰、明确，可以对线柱图进行适当编辑，使之变成带有二倍标准误差

带的自相关函数柱形图。选中二倍标准误差即约略估计值代表的线、柱，添加趋势线，得到

上、下两条水平线；然后再次选中二倍标准误差代表的线、柱，按右键弹出“数据系列格式”

选项框，消除或者隐藏数据系列格式，但保留趋势线，于是得到初步编辑的自相关系数双线

－柱形图（图 8-1-7）。 
利用 Excel 的各种图形编辑功能，可对线柱图进行进一步的编辑，可以得到更为标准化

的自相关系数线柱图：柱代表自相关系数，线代表二倍的标准误差带（图 8-1-8）。 
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图 8-1-6 线柱图的初始图形 
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图 8-1-7 初步编辑的双线柱形图 
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图 8-1-8 编辑完成的自相关系数双线柱形图 

8.1.2 蛮力计算过程 

上述计算自相关系数的过程对于 Excel 来说，应该算是比较便捷的。但是，由于某些函

数如 sumproduct、offset 的使用大家未必熟悉，因此不便于理解自相关系数的计算细节。为

了有助于大家理解有关过程的细节内容，下面给出更为繁琐但便于掌握的计算方法。 
自相关系数的计算公式要用到如下公式 
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式中 t 为时序，k 为时滞，xt 为第 t 个变量，变量的均值定义为 
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x

1

1
.                            (8-1-6) 

利用这些公式，可以逐个地算出自相关系数，由它们形成自相关函数图。 
第一步，根据时滞思想，将原始数据重新排列。当时滞（lag）等于 1 时，去掉前一个

数值；当时滞等于 2 时，去掉前两位数值（图 8-1-9）。其余依此类推。 
第二步，计算平均值。根据图 8-1-9 所示的数据排列，计算时滞为 0 时的平均值，即全

部 100 个数据的平均值。在 B102 单元格中输入公式“=AVERAGE(B2:B101)”，回车得到均

值 46.026。以后的计算，均值始终采用这个数值（图 8-1-9B 列）。 
第三步，计算离差平方和。在 C2 单元格中输入离差平方公式“=(B2-$B$102)^2”，回

车得到 1683.133；通过鼠标双击或者下拉（方法如前），得到全部结果；在 C103 单元格中

输入公式“=SUM(C2:C101)”，或者借助自动求和图标，对离差平方差值加和，得到离差平

方和 128018.052。这个数值也可以利用方差函数 var 或者 varp 计算，例如在 B104 中输入公

式“=99*VAR(B2:B101)”或者“=100*VARP(B2:B101)”，同样得到 128018.052（图 8-1-9C
列）。 

注意原始序列数据（即 B 列对应的“海面高度”）及其均值 46.026、离差平方和 128018.052
在整个计算中是关键，后面的自相关系数都要用到。 

第四步 ，计算时滞为 1 的自相关系数。当时滞等于 1 时（Lag=1），去掉了第一位数据

5，数值从 D3 单元格的 11 开始。在 E3 单元格中输入公式“=(B2-$B$102)*(D3-$B$102)”，
回车得到 1436.977；通过鼠标双击或者下拉给出全部数值。在 E103 单元格中输入公式

“=SUM(E3:E101)”，或者借助自动求和图标，对平方差值加和，得到 103102.994。在 E104
中输入公式“=E103/C103”，即用 103102.994 除以 128018.052，得到第一个自相关系数

R1=0.805379（图 8-1-9D-E 列）。 
第五步 ，计算时滞为 2 的自相关系数。当时滞等于 2 时（Lag=2），去掉了第一位数据

5 和第二位数据 11，数值从 F4 单元格的 16 开始。在 G4 单元格中输入公式

“=(B2-$B$102)*(F4-$B$102)”，回车得到 1231.847；通过鼠标双击或者下拉给出全部数值。

在 G103 单元格中输入公式“=SUM(G4:G101)”，或者借助自动求和图标，对平方差值加和，

得到 55723.284。在 G104 中输入公式“=G103/C103”，即用 55723.284 除以 128018.052，得

到第二个自相关系数 R2=0.43528（图 8-1-9F-G 列）。 
按照这种办法一直计算下去，可以得到全部的自相关系数。显然，这是一种“蛮力”计
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算方法，工作量很大。但是，参照自相关系数公式进行这种蛮力计算，有助于我们掌握自相

关函数的数理结构和自相关系数的计算过程。 
 

 

 
图 8-1-9 基于时滞的数据重排和计算（前两位，限于空间，图形“腰部”省略） 

§8.2 偏自相关系数 

8.2.1 原理和公式 

在 Excel 中，计算偏自相关系数，目前看来只能用蛮力算法逐步解决。计算偏自相关系

数是在自相关系数的基础上，借助 Yule-Walker 方程之一的矩阵形式进行。Yule-Walker 给出

的自相关系数与偏自相关系数的矩阵关系如下： 
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式中 Rk表示第 k 个自相关系数（k=1,2,…, m），Pm表示第 m 个偏自相关系数（m=1,2,…）。

需要注意的是，在方程中，R1、R2、…、Rm 都是自相关系数；至于 Pk，则只有最后一个数

值 Pm 才是偏自相关系数，其余的 P1、P2 等（k=1,2, …，m-1）都不是偏自相关系数。正因
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为如此，计算偏自相关系数的过程才非常繁琐。下面分别介绍计算过程。 

8.2.2 计算步骤 

首先计算偏自相关系数序列值。当时滞等于 1 时，在 Yule-Walker 方程中取 m=1，于是

方程变为 

[ ] [ ] [ ] [ ]111 1 PPR =⋅= ,                          (8-2-2) 

从而 P1 =R1=0.80538，即此时偏自相关系数等于自相关系数。 
 

 
图 8-2-1 在自相关系数的基础上计算偏自相关系数（m=2） 

 
当时滞等于 2 时，在 Yule-Walker 方程中取 m=2，于是方程变为 
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在两边同乘以自相关系数对称矩阵的逆矩阵，得到 
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利用这种关系，不难计算 m=2 时的偏自相关系数。具体说明如下。 
首先建立自相关系数向量 
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然后建设自相关系数对称矩阵 
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接下来计算自相关系数矩阵的逆矩阵。如图所示，自相关系数矩阵分布于 E2:F3 区域之中，

利用矩阵求逆函数 minverse，在 E5:F6 单元格中输入公式“=MINVERSE(E2:F3)”，同时按

下“Ctrl+Shift+Enter”键，得到逆矩阵如下图所示（图 8-2-1）。 
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最后，计算偏自相关系数所在的向量。如图 8-2-1 所示，一阶自相关系数矩阵分布于 E5:F6
区域之中，利用矩阵乘法函数mmult，在G2:G3单元格中输入公式“=MMULT(E5:F6,D2:D3)”，
同时按下“Ctrl+Shift+Enter”键，得到一个数值向量（图 8-2-1）。这个过程相当于如下计

算： 
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其中 P2 对应的-0.60723 就是要求的时滞等于 2 时的偏自相关系数，即有 P2=-0.60723。 
 

 

图 8-2-2 在自相关系数的基础上计算偏自相关系数（m=3） 
 

当时滞等于 3 时，在 Yule-Walker 方程中取 m=3，于是方程变为 
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在两边同乘以自相关系数对称矩阵的逆矩阵，得到 
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利用这种关系，容易算出 m=3 时的偏自相关系数。 
首先建立自相关系数向量 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

03233.0
43528.0
80538.0

3

2

1

R
R
R

, 

然后建设自相关系数对称矩阵 
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接下来计算自相关系数矩阵的逆矩阵，方法如前所述，结果为 
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计算偏自相关系数所在的向量： 
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其中 P3 对应的-0.18962 就是要求的时滞等于 3 时的偏自相关系数，即有 P3=-0.18962（整个

计算过程与结果参见图 8-2-2）。 
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图 8-2-3 编辑完成的偏自相关系数双线柱形图 

 
用这种方法一直计算下去，就可以得到全部的偏自相关系数。需要特别提醒的是，在每

一次得到的结果之中，只有最后一个数据，即对应于 Pm的数据，才是我们寻找的偏自相关

系数。其他参数的含义后面将会看到，但暂时不予理会。 
对于偏自相关系数，不用再次计算 Q 统计量进行检验，约略估计值也与自相关系数相

同，直接采用前面的计算结果即可。 
为了直观起见，取得足够的自相关系数值之后，也有必要绘制 PACF 双线柱形图。将计

算的全部结果依序排列，二倍的标准误差与自相关系数完全一样（图 8-1-4）。借助图表向导

中自定义类型的线柱图功能，可以比较方便地绘制 PACF 随时滞变化的柱形图（图 8-2-3）。 

§8.3 偏自相关系数与自回归系数 

实际上，偏自相关系数就是自回归某些中相应的回归系数。为了借助自回归对偏相关系

数进行估计，首先需要根据时滞思想对数据进行错位重排（图 8-3-1）。 
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图 8-3-1 基于时滞的数据“错位”重排（前三位，限于空间，图形“腰部”省略） 

 
第一步，考虑时滞为 1 时的情况（Lag=1）——零时滞无需考察。以“海面高度”或者

Lag=0 标签下的数据序列为因变量，以 Lag=1 标签下的数据序列为自变量，回归选项设置如

下图所示（图 8-3-2）。 
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图 8-3-2 一次时滞的自回归选项设置（Lag=1） 
 
回归结果为 Lag=0 变量（时滞为 1）对应的回归系数为 0.81520（表 8-3-1）。将此结果

与前面计算的 P1=0.80538 相比，二者比较接近。 
 

表 8-3-1 一阶时滞的自回归结果 

  Coefficients 标准误差 t Stat P-value ACF 值 
Intercept 8.59624 3.43972 2.49911 0.01413 
Lag=0 0.81520 0.05871 13.88489 0.00000 P1=0.80538

 
第二步，考虑时滞为 2 时的情况（Lag=2）。以“海面高度”或者 Lag=0 标签下的数据

序列为因变量，以 Lag=1 和 Lag=2 标签下的数据序列为自变量，进行二元线性回归，回归

选项设置如下图所示（图 8-3-3）。回归结果为 Lag=0 变量（时滞为 2）对应的回归系数为

-0.63782。将此结果与前面计算的 P2=-0.60723 相比，二者比较接近。不仅如此，此时 Lag=1
对应的回归系数 1.33313 与前面的 P1=1.29443 也大致接近（表 8-3-2）。 

 

表 8-3-2 二阶时滞的自回归结果 

  Coefficients 标准误差 t Stat P-value ACF 值 
Intercept 14.23573 2.79759 5.08857 0.00000 
Lag=1 1.33313 0.07908 16.85896 0.00000 P1=1.29443
Lag=0 -0.63782 0.07910 -8.06356 0.00000 P2=-0.60723
 

 
图 8-3-3 二次时滞的自回归选项设置（Lag=2） 

 
第三步，考虑时滞为 3 时的情况（Lag=3）。以“海面高度”或者 Lag=0 标签下的数据

序列为因变量，以 Lag=1、Lag=2 和 Lag=3 标签下的数据序列为自变量，进行三元线性回归，
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回归选项设置如下图所示（图 8-3-4）。回归结果为 Lag=0 变量对应的回归系数为-0.16555。
将此结果与前面计算的 P3=-0.18962 相比，二者比较接近。不仅如此，此时 Lag=1 对应的系

数-0.42071与前面的P2=-0.36178接近，Lag=2对应的回归系数 1.22705与前面的P1=1.179283
也大约接近（表 8-3-3）。 

 

表 8-3-3 二次时滞的自回归结果 

  Coefficients 标准误差 t Stat P-value ACF 值 
Intercept 16.90334 3.18459 5.30785 0.00000 
Lag=2 1.22705 0.10223 12.00228 0.00000 P1=1.17928
Lag=1 -0.42071 0.15722 -2.67584 0.00881 P2=-0.36178
Lag=0 -0.16555 0.10230 -1.61821 0.10900 P3=-0.18962
 

 
图 8-3-4 三次时滞的自回归选项设置（Lag=3） 

 
对于更多时滞数的自回归，处理方法完全类似，依此类推即可。从理论上讲，自回归系

数是对应于偏相关系数的。上述结果只是比较接近，而并不完全相等。原因在于两个方面。 
其一，计算公式的结构差别。计算偏自相关的公式与计算回归系数的公式有一些微妙的

差别，正如计算相关系数的公式与计算自相关系数的公式不同一样。不过，这个差别是因为

计算处理技巧引起的，不是必然存在的差异。 
其二，样本不够长，且实际序列并不平稳。在理论上，当样本足够大的时候，偏自相关

系数才会完全等同于自回归系数。现实中观测的时间序列一般很难满足这种条件，因此二者

的关系在经验上只能是近似。 
回归系数的大小反映某个自变量对因变量影响的程度，偏自相关系数等于“最后”时滞

变量的回归系数这个事实有助于我们理解偏自相关系数的意义与用途。当某个时滞数例如

Lag=m 对应的偏自相关系数突然降低到与 0 没有显著差别的时候，就意味着系统自相关的

最大时滞数为 Max(Lag)=m-1。这为我们利用偏自相关系数判断系统的最大时滞提供了分析

依据。 
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§8.4 自相关分析 

8.4.1 自相关函数的基本检验 

借助自相关函数、偏自相关函数及其变化柱形图以及有关的统计量，可以开展时间序列

或者空间序列的自相关分析。首先，需要通过自相关函数判断时间序列的基本性质。具体说

来，就是时间序列是否属于随机序列。如果不是随机序列，是否属于周期序列或者某种特定

的趋势序列。为此，有必要计算卡方临界值，或者将 Q 统计量转换为代表显著性水平（sig.）
的 P 值。 

理论上可以证明，Q 统计量服从卡方（χ2）分布的。因此，可以借助卡方分布的临界值

分析 Q 统计量。利用 Excel 的卡方检验函数 chiinv 很容易计算卡方检验值。语法为：“chiinv(显
著性水平，自由度)”，即“chiinv(α, m)”，这里 m 为时滞数——对于自相关函数，自由度等

于时滞（ df=m ）。如图 8-4-1 所示，取显著性水平 α=0.05 ，在 H2 单元格输入

“=CHIINV(0.05,D2)”，回车，得到第一个卡方临界值 3.841。双击 H2 单元格的右下角，或

者抓住 H2 单元个右下角下拉，可得全部卡方临界值。如果 Q 统计量全部小于卡方临界值，

则时间序列属于随机序列，我们看到的某种规律如周期变动可能属于假象；反之，如果 Q
统计量全部大于卡方临界值，则时间序列不属于随机序列，我们研究的对象可能具有周期性、

或者趋势性，或者属于某种平稳序列（表 8-4-1）。 
 

表 8-4-1 随机性、平稳性、周期性和趋势性判据的对比 

序列属

性 
统计性质 自相关系数 Q 统计量 

Box-Ljung 
统计量 

P 值 典 型 例

证 

随机性 零均值、常方差、序

列无关 
小于 2 倍标准误差 小于卡方临界

值 
大 于

0.05 
白噪声 

平稳性 均值为常数、方差有

限，自相关系数仅与

时滞有关 

除了前面几个数

值，大多小于 2 倍

标准误差 

大于卡方临界

值 
小 于

0.05 
MA 过

程 

周期性 均值、方差、自相关

系数周期变动 
周期性突破二倍标

准误差线 
大于卡方临界

值 
小 于

0.05 
正弦波 
动序列 

趋势性 均值、方差随时变动，

自相关系数逐渐衰减 
多数大于 2 倍标准

误差 
大于卡方临界

值 
小 于

0.05 
指数增 
长序列 

说明：为了与二倍的标准误差对应，检测标准一律取 α=0.05 的显著性水平。 
 

 
图 8-4-1 计算卡方临界值 
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图 8-4-2 将 Q 统计量转换为 P 值（sig.值） 

 
一个等价的检验方法是将 Q 统计量全部转换为代表显著性水平的 P 值。在 Excel 中，

利用卡方分布函数 chidist 容易实现这种转换。该函数的语法为：“chidist(卡方值，自由度)”，
亦即“chidist(Q 统计量，时滞)”。如图 8-4-2 所示，在 I2 单元格输入“=CHIINV(0.05,D2)”，
回车，得到第一个 P 值 2.961×10-16。双击 I2 单元格的右下角，或者抓住 I2 单元个右下角

下拉，可得全部 P 值（图 8-4-3）。显著性水平 α=0.05。如果全部的 P 值大于 0.05，则我们

有 95%的把握相信，时间序列属于随机序列；反之，如果全部的 P 值小于 0.05，则我们有

95%的把握相信，时间序列不属于随机序列，而是周期序列、趋势序列或者平稳序列。 
 

 

图 8-4-3 卡方临界值和 Q 统计量对应的 P 值计算结果 
 
可以看到，对于海平面高度变化的时间序列而言，全部自相关系数的 Q 统计量大于卡

方临界值，全部 Q 统计量转换的 P 值远远小于 0.05，甚至远远小于 0.01。因此，我们有 99%
以上的把握相信，海平面时间序列不是随机序列，而是具有某种规律。 
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8.4.2 自相关和自相关函数分析 

既然海平面高度变化不是随机的，则有可能具有周期性，因为原始序列的散点图是波动

变化的（图 8-1-2）。从前面的自相关系数图即 ACF 随时滞变化的柱形图可以看出如下问题

（图 8-1-8）。 
第一，自相关系数在坐标图上呈波动衰减趋势，每隔 T=11 年左右出现一个峰值和谷值，

这些峰值或者谷值周期性地突破二倍的标准误差带。  
第二，有相当多处的 ACF 值在±1.96/√100=0.196 之间。 
第三，第一个谷值对应的时滞为 5，第二个谷值对应的时滞数为 16，二者之差约为 11；

第一个峰值对应的时滞为 10，第二个峰值对应的时滞为 21，二者之差为 11。 
至此，可以初步判断，海平面高度变化的时间序列存在一个 11 年左右的波动周期。 
如果时间序列是单周期的，则自相关函数应该每隔一段距离尖峰突起，而不是波动衰减

变化。自相关函数图的波动衰减特征暗示时间序列具有双重周期。另外一个周期不是十分明

确，可能与第一个周期重叠，故 22 年的周期可能性很大。进一步的研究发现，海平面高度

与太阳黑子活动有关，而太阳黑子具有 11 年和 22 年两个周期。因此，海平面高度的双周期

可能是叠加在一起的。借助功率谱分析可以进一步证明 11 年周期的判断。 
从偏自相关系数图即 PACF 随时滞变化的柱形图可以看出如下问题（图 8-2-3）。 
第一，偏自相关系数在坐标图上突然衰减，当 Lag=3 时，PACF 值在±1.96/√100=0.196

之间，即与 0 没有显著差异。 
第二，第一个偏自相关系数是正值，第二个为负值。只有这两个偏自相关系数突破二倍

的标准误差带，其余数值基本上都在二倍标准误差带之内。 
在这种情况下，可以判定海面高度自相关程度不是很强，某一年的数值对第三年的影响

不显著，对第三年以后的影响更微弱。上一年的数值对后两年的影响是正负交变的，交变影

响容易导致周期变动。如果利用海平面时间序列开展自回归分析，则建立二阶自回归模型比

较合适。其实，比较表 8-3-1、表 8-3-2 和表 8-3-3 可以初步判断，海平面高度变化是一种二

阶自回归过程。 
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第 9 章 自回归分析 
 
自回归分析是线性回归分析的一种推广，但有许多自身的数学规则。掌握了线性回归分

析技术和自相关分析技巧之后，就不难学习自回归分析方法了。虽然自回归分析有一些特有

的算法，但常规的最小二乘法可以作为自回归模型参数估计的经典框架。利用 Excel 建设准

确的自回归过程比较麻烦。但是，在要求不是十分精确的情况下，借助 Excel 的多元回归分

析功能可以对自回归模型参数进行相对有效地快速估计，有时效果会相当良好。而且，当时

间序列存在自相关的情况下，即便基于回归分析的 AR(p)模型参数不是非常精确，其预测结

果也会超过单纯的趋势预测。 
【例子】中国人口的增长预测。下面以中国大陆 1949－1952 年的人口时间序列数据为

例，说明自回归模型的建设思路。原始数据来源于国家统计局的《中国统计年鉴》网站。不

同年份的数据口径有所调整，这里采用的是 2004 年的数据。 

§9.1 样本数据的初步分析 

第一步，录入并整理时间序列数据，将其按照滞后格局错位排列。注意第一列（A）的

时间（年份）仅与第二列（B）的人口序列对应（图 9-1-1）。在不考虑预测的情况下，年份

的作用可以暂时忽略。 

 

 
图 9-1-1 中国大陆人口时间序列的样本数据（局部，腰部数据省略） 

 
第二步，对序列数据 Pt进行线性和自相关考察。 
 
（1）将原始数据绘成散点图并添加趋势线 
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借助原始数据绘制反映时间样本数据变化特征的散点图（图 9-1-2）。从图中可以看到，

中国大陆人口的变化具有线性上升趋势。添加趋势线。可得如下估计模型 

tuttP +−= 015.288660453.1507)( , 

式中 ut 表示残差，测定系数为 R2=0.9951。具有趋势性就否定了序列的平稳性。不过单纯的

自回归不要求序列平稳。我们关心的是序列是否存在自相关。 

Pt= 1507.53t-2886604.0154

R2 = 0.9951
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图 9-1-2 中国大陆人口序列及其线性趋势（1949－2000） 

 
（2）残差及其自相关分析 
 
基于这个线性模型的残差序列不是随机的，其变化具有某种持续性（图 9-1-3）。进一步

的计算表明，DW=0.118168，非常之低，这意味着序列存在正自相关。 
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图 9-1-3 中国大陆人口序列其线性模型的残差变化（1949－2000） 

 
借助自相关分析过程，计算残差序列自相关函数和偏自相关函数系列，发现残差的确存
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在自相关。前四阶自相关系数和前二阶偏自相关系数与 0 有显著性差异（图 9-1-4）。这暗示

原始的时间序列可能存在二阶自相关。 
但是，单凭时间序列样本数据的残差自相关函数是无法准确判定时间序列自身的自相关

情况的。自身的情况需要对其自身进行检测。 
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a 自相关函数柱形图 

-0.6

-0.4

-0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

Lag

PA
C

F

 
b 偏自相关函数柱形图 

图 9-1-4 中国大陆人口序列线性模型残差的相关函数图 
 

（3）时间序列样本数据的相关分析 
 
计算时间序列的自相关函数和偏自相关函数，并将系数值画出图谱，发现中国人口增长

显然存在自相关，但偏自相关函数图在一次滞后处明确截尾（图 9-1-5）。这表明人口增长的

自相关阶次不是很高，两年以前的人口规模主要是通过一年前的规模发现影响。换言之，有

些作用是间接的，而不是直接的：第 t-2 年的人口规模主要是通过 t-1 年的规模影响第 t 年的

情况，而第 t-2 年的人口规模对第 t 年的人口影响较弱或者没有明确影响。这个判断涉及到

自相关阶次 p 的确定，因此十分重要。仅仅根据偏自相关函数图无法断言。将偏自相关图和
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残差偏自相关图结合起来，大约可以判断本例的自相关阶次大约为 p=2。究竟如何，还需要

进一步的分析与评价。 
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b 偏自相关函数柱形图 

图 9-1-5 中国大陆人口序列的相关函数图 

§9.2 自回归模型的回归估计 

9.2.1 一阶自回归模型 

既然时间序列存在相关，而且阶数也大致明确，就可以进一步借助线性回归技术估计

AR 过程的模型参数。为了准确判断，我们从 AR(1)开始，到 AR(4)结束，从中挑选可取的

模型。首先考察一阶自回归模型。 
第一步，模型的初步估计。以 Pt-1 为横轴，以 Pt为纵轴，绘制自相关的散点图，并添加

趋势线，可以得到如下 AR(1)模型 

ttt uPP ++= −1001.1757.1334 , 
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测定系数 R2=0.9994（图 9-2-1）。 

Pt= 1.001Pt-1+1334.7568

R2 = 0.9994
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图 9-2-1 中国大陆人口序列的一阶自回归模型估计 

 
第二步，详细的回归分析。在图 9-1-1 所示的工作表中，删除 1949 年所在的第二行。

然后，从主菜单出发，沿着“工具（T）→数据分析（T）→分析工具（A）”的路径，打开

回归分析选项框，以 Pt-1为自变量，以 Pt 为因变量，根据图 9-1-1 所示的数据分布特征，进

行如图 9-2-2 所示的选项设置。 
 

 
图 9-2-2 一阶自回归选项设置 

 
确定以后得到一阶自回归的最小二乘估计结果。各种统计量的含义与一般回归分析没有

本质性的分别（图 9-2-3）。容易算出，模型残差序列的 DW 值为 0.727。 



研究生地理数学方法（实习）            Part1   电子表格 Excel 

 210

 

图 9-2-3 中国大陆人口序列的一阶自回归结果（局部） 
 

9.2.2 高阶自回归模型 

单纯给出一阶自回归结果，我们无法判断该模型是否最佳。有比较才有鉴别。接下来进

行二阶、三阶、四阶自回归分析。在图 9-2-1 所示的工作表中，删除 1949 年 1950 年所在的

两行。然后，以 Pt-1 和 Pt-2 为为自变量，以 Pt 为因变量，进行如图 9-2-4 所示的回归选项设

置——注意图 9-2-4 与图 9-2-2 的微妙差别。 

 
图 9-2-4 二阶自回归选项设置 
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确定以后得到二阶自回归的最小二乘估计结果（图 9-2-5）。根据回归结果可以估计AR(2)

模型如下 

tttt uPPP +−+= −− 21 639.0637.1939.611 , 

测定系数 R2=0.9996（图 9-2-4）。DW 值约为 1.722。相对于前面的 AR(1)模型，这个 AR(2)
模型似乎更好。主要比较如下几个方面。 

其一，比较校正（adjusted）测定系数。自变量数目不同——从而自由度不同，一般的

测定系数已经不再可比，但校正测定系数是在修正自由度影响之后得到的结果，因而具有可

比性。比较图 9-2-5 与图 9-2-3 可见，校正测定系数由 0.9994 上升到 0.9996，拟合效果变好

了。 
其二，比较回归统计的标准误差。比较图 9-2-5 与图 9-2-3 可见，标准误差由 554.582

下降到 435.722，这从另外一个角度反映拟合效果变好了。 
其三，考察模型参数对应的 t 统计量或者 P 值。P 值都小于 0.05，可见二阶自回归的模

型参数值都可以达到 95%以上的置信度。 
其四，比较残差序列的 DW 值。DW 值由 0.7272 上升到 1.722，数值更加接近于 2。这

暗示，模型的内在结构缺陷更少一些。 
 

 
图 9-2-5 中国大陆人口序列的二阶自回归结果（局部） 

 
此外，对于一阶自回归，其回归系数等于偏自相关系数，从而等于自相关系数（注意这

里自相关系数不等于而是小于模型拟合的相关系数——计算公式不同）。但是，AR(1)模型

的系数大于 1，有些失常，这意味着一阶自回归不能准确地反映系统的信息。当一阶自回归

模型的回归系数大于 1 的时候，暗示着某种非线性增长。在这种情况下，采用多元线性模型

近似一元非线性模型，可以得到更好的效果。 
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有必要讨论的是前述参数估计过程中，常数是否设为 0。标准的自回归模型没有常数项，

从这个意义上讲，在图 9-2-2 和图 9-2-4 中理当选中“常数为零”。然而，我们在上面的两次

模型估计中都没有选中此项，从而模型的回归结果中都保留由一个“截距”。这又如何理解？

事实情况是，只有当原始时间具有 0 均值的时候，模型才不需要常数项。但我们的数据不是

零均值序列，也未曾经过标准化，因此保留常数是必要的。以二阶自回归为例，如果采用中

心化数据，我们拟合的模型为 

tttt uxxx +−+−=− −− )()( 2211 μϕμϕμ ,                   (9-2-1) 

式中 μ为均值，一个序列减去均值为中心化序列。上面的模型经过整理便是 

tttt uxxx +++−−= −− 221121 )1( ϕϕμϕϕ .                   (9-2-2) 

理论上的截距为 μ(1-φ1-φ2)。由于 φ1=1-φ2，从而截距为 0。当然，我们估计的模型参数有一

些误差。 
完全类似于一阶自回归和二阶自回归，我们可以逐步开展三阶自回归和四阶自回归乃至

更高阶数的自回归分析。问题在于，自回归阶数即 p 究竟取多少合适？比较不同阶数模型的

回归统计结果可以得到启示。从校正 R 平方值看，二阶自回归模型的效果最好；但从回归

的标准误差看，三阶自回归模型的效果最好（表 9-2-1）。然而，当阶数大于 2 时，回归系数

的 t 统计量不能达标，或者说 P 值大于 0.05，从而置信度小于 95%（图 9-2-6、图 9-2-7）。 
 

表 9-2-1 不同阶数自回归模型的回归统计量比较 

统计量 常规回归 一阶自回归 二阶自回归 三阶自回归 四阶自回归

Multiple R 0.9975517 0.9997038 0.9998153 0.9998148 0.9998084 
R Square 0.9951094 0.9994076 0.9996306 0.9996297 0.9996168 
Adjusted R Square 0.9950116 0.9993955 0.9996148 0.9996050 0.9995811 
标准误差 1617.5541 554.5823 435.7216 434.0460 439.4451 
DW 值 0.1181 0.7265 1.7218 1.9360 1.9868 
观测值 52 51 50 49 48 
说明：作为参照，表中给出了常规回归统计量，即以时间虚拟变量为自变量、人口为因变量的一元线性回

归统计量。 
 

如果将置信度降至 85%以上，可以接受三阶自回归模型；如果将置信度降至 65%以下，

可以接受四阶自回归模型；如果希望选取置信度达到 95%以上的模型并且精度良好，则只

能采用二阶自回归模型。这个结果也与前面时间序列样本数据及其残差的自相关分析结论大

体一致。这也从一个角度表明残差分析在 AR(p)模型建设过程中的重要作用。 
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图 9-2-6 中国大陆人口序列的三阶自回归结果（局部） 

 

 
图 9-2-7 中国大陆人口序列的四阶自回归结果（局部） 
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9.2.3 自回归模型的基本检验 

在有关统计分析软件如 SPSS 等中，可以提供专门的自回归检验统计量。Excel 不具备

专门的自回归分析功能，因此基本的检验过程需要逐步计算完成。下面一二阶自回归即 AR(2)
过程为例，简要说明。 

首先，图形分析——观察模型拟合图及其相关的残差图。Excel 自动给出了一系列的曲

线拟合图（line fit plot）以及残差分布图。但是，那是根据多元线性回归方式得到的结果，

其线性拟合图实则以 Pt-k为横轴、以 Pt 的计算值为纵轴的坐标图上添加的平滑的趋势线。残

差图也是以 Pt-k为横轴标绘的。我们现在需要的是以时间虚拟变量为横轴的坐标图。在 Excel
中，绘制这种坐标图相当方便。 

第一步，数据预备。将回归结果中“残差输出（residual output）”中的预测值及其残差

序列剪贴到原始数据及其错位排列结果的旁边，并且根据数值对应关系进行适当调整（图

9-2-8）。选中 A、B 和 F 三列数据，利用“图表向导”不难得到原始数据与预测结果的“拟

合”关系（图 9-2-9）。可以看到，基于 AR(2)模型的计算值可以较好地追踪原始序列的变化

轨迹。 
 

 

 
图 9-2-8 原始数据序列、预测值和残差（局部结果） 

 
第二步，绘图。以时间虚拟变量为横轴，以残差为纵轴绘制残差变化特征图。结果显示，

残差的变化是没有趋势的，即可能不存在自相关（图 9-2-10）。 
然后，计算分析——残差自相关分析。上述图形分析仅仅是一种直观的估计，需要进一

步的计算给予支持。借助图 9-2-8 所示的残差序列计算 DW 值，得到 DW=1.722（从回归结

果的 residual output 中可以找到残差序列）。显著性水平为 α=0.05、回归自由度为 m=1、剩

余自由度为 df=50-1=49 时，DW 统计量临界值的上限和下限分别是 dl<1.32、du<1.40。因此

可以初步判断，残差序列不相关。 
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进一步地，借助上一章讲述的自相关分析方法，对残差序列进行自相关分析，发现残差

变化果然具有随机性质（表 9-2-2）。在有效范围内（m<T/4）的自相关系数和偏自相关系数

都在二倍的标准误差带内，或者说绝对值小于 2/(n-p)^0.5=2/50^0.5=0.283——更精确地说，

小于 1.96/50^0.5=0.277。在 0.05 的显著性水平下，所有的 Q 统计量都小于卡方临界值，或

者说，所有的 P 值都大于 0.05，这正是随机序列的统计特征之一。 
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图 9-2-9 原始数据序列及其 AR(2)模型预测值的拟合效果 
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图 9-2-10 中国大陆人口序列二阶自回归的残差变化特征 

 
根据残差序列的自相关和偏自相关函数绘出柱形图，并且添加二倍的标准误差带，可以

直观地显示其变化的随机性质——结果都在二倍的标准误差带之间变动（图 9-2-11）。 
一个更为便捷的方法是，绘制残差自回归图，建立一阶残差自回归模型。以滞后一期（对

应于 1951-1999 年）的残差 ut-1 为横轴，以当前期（对应于 1952-2000 年）残差 ut为纵轴，

画出散点图（图 9-2-12）。观测散点是否具有某种变化趋势，越是没有趋势，效果越好。然

后，添加趋势线。如果能够建立线性自回归模型，则表明存在自相关。如果残差自回归的效

果很差，那就意味着残差序列相关性不大，从而原始的 AR(2)模型效果就好。计算结果显示，
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自回归的相关系数 R=0.137 左右，而显著性水平为 α=0.05、剩余自由度为 df=50-1=49 时，

相关系数的临界值 R0.05,49=0.276。因此，我们有 95%的把握相信，残差序列的自相关性是不

显著的。 
 

表 9-2-2 自相关函数（ACF）分析和偏自相关函数（PACF）分析结果 

自相关 偏自相关 

Box-Ljung 统计量 
Lag 

ACF 值 标准误差 

Q 值 自由度 P 值 
PACF 值 标准误差 

1 0.137 0.137 0.992 1 0.319 0.137 0.141 
2 -0.200 0.136 3.159 2 0.206 -0.223 0.141 
3 -0.046 0.134 3.276 3 0.351 0.019 0.141 
4 0.045 0.133 3.389 4 0.495 0.005 0.141 
5 -0.012 0.132 3.397 5 0.639 -0.029 0.141 
6 0.011 0.130 3.405 6 0.757 0.032 0.141 
7 -0.074 0.129 3.735 7 0.810 -0.096 0.141 
8 -0.026 0.127 3.777 8 0.877 0.010 0.141 
9 -0.031 0.126 3.840 9 0.922 -0.065 0.141 

10 -0.187 0.124 6.109 10 0.806 -0.198 0.141 
11 -0.079 0.122 6.523 11 0.836 -0.031 0.141 
12 -0.045 0.121 6.664 12 0.879 -0.133 0.141 
13 -0.089 0.119 7.217 13 0.891 -0.107 0.141 
14 0.011 0.118 7.225 14 0.926 0.001 0.141 
15 -0.026 0.116 7.275 15 0.950 -0.114 0.141 
16 0.106 0.114 8.137 16 0.945 0.144 0.141 
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b PACF 柱形图 

图 9-2-11 中国大陆人口序列二阶自回归的残差相关函数图 
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图 9-2-12 中国大陆人口序列 AR(2)过程的残差自回归图 

 

9.2.4 预测结果及其比较分析 

下面我们借助二阶自回归模型进行预测分析。将模型改写为 

21 639.0637.1939.611ˆ
−− −+= ttt PPP , 

并且将参数剪贴到原始数据序列附近，根据图 9-2-13a 所示的数据分布，在 E4 单元格中键

入公式“=$G$3+$G$4*B3+$G$5*B2”，回车得到 56406.343（图 9-2-13b）。然后，将鼠标指

向 E4 单元格的右下角，待其变成细黑十字的填充柄，双击或者下拉，得到 1951－2000 年

的计算值（图 9-2-14）。与图 9-2-8 所示的结果对比可知，这些计算值正是 Excel 自动给出的

“预测值”。 
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a 将参数值复制到原始数据序列附近 

 
b 根据 AR(2)模型键入计算公式 

图 9-2-13 在原始数据序列附近给出计算公式 
 
抓住对应于2000年的E53单元格右下角下拉一格至E54，得到2001年的预测值127831.3

万 ， 这 一 年 的 实 际 值 为 127627 万 ； 在 单 元 格 E55 中 键 入 计 算 公 式

“=$G$3+$G$4*E54+$G$5*B53”，回车得到 2002 年的预测值 129002.42 万，这一年的实际

值为 128453 万。在 E56 单元格中键入公式“=$G$3+$G$4*E55+$G$5*E54”，回车得到 2003
年的预测值；抓住 E56 单元格的右下角下拉，可以得到此后多年份的预测值（图 9-2-14）。 

比较这几个计算公式可见，我们逐步采用计算值代替了观测值进行计算——我们假定

2001 年及其以后没有观测值可以依赖，由此显示模型的预测效果。 
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图 9-2-14 中国人口增长的二阶自回归预测结果（2001－2010） 

 
AR(2)模型的预测精度如何？这也需要通过比较进行判断。比较如下模型的预测结果。

一是常规线性回归模型 

015.288660453.1507)(ˆ −= ttP ; 

二是一阶自回归模型 

1001.1757.1334ˆ
−+= tt PP ; 

三是二阶自回归模型 

21 639.0637.1939.611ˆ
−− −+= ttt PPP ; 

四是三阶自回归模型 

321 222.0996.0773.133.705ˆ
−−− +−+= tttt PPPP ; 

五是四阶自回归模型 

4321 139.0468.0133.1803.1192.664ˆ
−−−− −+−+= ttttt PPPPP . 

根据上述模型，容易计算不同年份的预测值。由于 2001－2003 年的中国人口数据是已知的，

不妨比较这两个年份的预测结果。利用下式计算误差平方和 

2
33

2
11

2 )ˆ()ˆ()ˆ( ++++ −+−+−= tttttt PPPPPPS ,                (9-2-3) 

式中 S 表示误差平方和，P 表示实际值，P̂ 表示预测值。误差平方和越小，预测的精度也就

越好。比较发现，从最近三个年份预测结果的误差平方和看来，二阶自回归模型即 AR(2)
过程的精度最高（表 9-2-3）。如果将表 9-2-3 中的误差平方和与表 9-2-1 中的标准误差对比，

可以综合地评估各个模型的精度。 
 

表 9-2-3 基于不同回归模型的预测结果的比较 

年份 实际值 线性 一阶 二阶 三阶 四阶 

2001 127627 129963.45 128203.09 127831.35 127873.72 127845.26
2002 128453 131470.98 129664.63 129002.42 129153.25 129070.08
2003 129227 132978.51 131127.61 130225.06 130508.47 130334.72
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误差平方和 0 28640991.38 5412241.93 1339750.95 2193380.16 1655472.88
精度排序 － 5 4 1 3 2 

§9.3 数据的平稳化及其自回归模型 

9.3.1 数据平稳化 

在一定条件下，自回归过程 AR(p)与移动平均过程 MA(q)是可以互相转换的，前提条件

是时间序列平稳。但我们的样本数据明显是不平稳的（图 9-1-4、图 9-1-5）。现在我们关心

的是，能否将非平稳的数据转换为近似平稳的数据？如何转换？如果利用转换结果可以建立

自回归模型，则其可以等价地表示为移动平均过程。最常用的数据转换方法是差分。原序列

的一阶差分可以表作 

1
)1(

−−=∇= tttt xxxy ,                           (9-3-1) 

二阶差分表作 

21211

)1(2)2(

2)( −−−−− +−=−−−=
∇∇=∇=∇=

ttttttt

tttt

xxxxxxx
xyxy

.            (9-3-2) 

式中▽为差分算子，差分的阶数称为单整。我们暂时不考虑高阶差分。一般来说，二阶差分

——单整为 2——也就够了。在 Excel 里进行差分运算非常方便。根据图 9-3-1a 所示的中国

人口数据排列位置，在 D3 单元格中键入公式“=C3-C2”，回车得到 1029（图 9-3-1b）。用

鼠标指针指向 D3 单元格的右下角形成黑十字的填充柄，双击，或者向下拖拽，很快得到全

部差分数据。 

 
a 键入一阶差分公式 

 
b 得到一阶差分结果 

图 9-3-1 原始数据序的一阶差分 
 

一阶差分序列的散点图如下，此图显示的曲线变化特征类似于一元线性回归的残差图

（图 9-3-2）。 
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图 9-3-2 一阶差分序列的变化曲线图 

 
对差分结果进行自回归分析，发现自相关函数呈献阻尼衰减趋势，其中一阶自相关系数

高高突出于二倍标准误差带之外，与 0 有显著性差异，其余则位于二倍的标准误差带之内，

与 0 没有显著性差异。偏自相关系数则具有明确的截尾特征，其中一阶偏自相关系数突出于

二倍标准误差带之外，与 0 有显著性差异，其余亦位于二倍的标准误差带之内，与 0 没有显

著性差异（图 9-3-3）。这种自相关函数图是一阶自回归的典型特征。 
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b PACF 柱形图 

图 9-3-3 中国大陆人口序列一阶差分的相关函数图 

9.3.2 差分自回归 

首先，复制差分数据并进行错位粘贴，以便进行自回归分析（图 9-3-4）。 

 

 
图 9-3-4 原始数据序的一阶差分结果及其错位排列（局部） 

 
类似于原始序列的自回归分析，首先可以对差分的一阶自回归结果进行初步估计。以

yt-1 为横轴，yt 为纵轴，绘制坐标图并且添加趋势线，得到如下模型 

ttt uyy ++= −1634.0184.522 . 
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测定系数 R2=0.401（图 9-3-5）。显然，1959－61 年中国三年的人口灾害影响了模型的精度。 
 

yt= 0.6344yt-1+522.18

R2 = 0.4008
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图 9-3-5 一阶差分序列的一阶自回归模型估计 

 
借助数据分析工具对模型参数及其检验统计量进行更为全面的计算。根据图 9-3-4 所示

的数据分布，回归选项设置如下（图 9-3-6）。考虑到差分序列的均值并不为 0，因此依旧不

选“常数为零”一项。 

 
图 9-3-6 一阶差分序列的自回归选项设置 

 
确定之后得到回归结果（图 9-3-7）。可以看到，各种统计量都可以达到要求。 
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图 9-3-7 差分序列的一阶自回归模型参数估计结果 

 
根据我们的差分运算，应有 

1−−= ttt PPy , 211 −−− −= ttt PPy . 

将上述关系代入模型 

ttt uyy ++= −1634.0184.522  

得到 

ttttt uPPPP +−+=− −−− )(634.0184.522 211 , 

整理可得 

tttt uPPP +−+= −− 21 634.0634.1184.522 . 

这个结果与前面基于原始序列建立的模型 

tttt uPPP +−+= −− 21 639.0637.1939.611  

相当接近。如果我们采用的是经过中心化的数据，即所有的变量减去了平均值，则有模型的

截距为 

090014)634.0634.11(ˆ)ˆˆ1( 21 =∗+−=−− μϕϕ . 

9.3.3 检验与预测 

检验与预测的方法与前面的结果一样，首先比较回归统计量。可以看到，由于三年灾害

时期（1959－1961）的数据异常，一阶差分序列的自回归效果受到较大的影响，模型的拟合

优度较低。模型残差的 DW 值约为 1.721，与二阶自回归模型的 DW 统计量非常接近。 
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预测方法与前面的二阶自回归方法完全类似。不过，预测之前需要将差分一阶自回归模

型转换为原始数据的二阶自回归模型。这个工作上面已经完成。用新的模型参数估计值代替

图 9-2-14 所示的模型参数估计值，容易给出另外一套预测值（9-3-8）。从预测效果看来，如

果比较预测的标准误差，则以一阶差分自回归模型为最小（表 9-3-1）。这意味着，就 1949
－2000 年的历史数据拟合而言，一次差分自回归模型的效果堪称第一。 

 

表 9-3-1 不同阶数自回归模型与一阶差分自回归模型的回归统计量比较 

统计量 常规回归 一阶自回归 二阶自回归 三阶自回归 四阶自回归 差分自回归

Multiple R 0.9975517 0.9997038 0.9998153 0.9998148 0.9998084 0.6330948
R Square 0.9951094 0.9994076 0.9996306 0.9996297 0.9996168 0.4008090
Adjusted R2  0.9950116 0.9993955 0.9996148 0.9996050 0.9995811 0.3883259
标准误差 1617.5541 554.5823 435.7216 434.0460 439.4451 431.8102 
DW 值 0.1181 0.7265 1.7218 1.9360 1.9868 1.7124 
观测值 52 51 50 49 48 50 

 
就 2001－2003 年三个年份的实际预测结果而言，差分模型的预报精度仅次于二阶自回

归模型，较之确定性回归模型、一阶自回归模型和一阶自回归模型的预测效果要好很多（表

9-3-2，图 9-3-8）。 
 

表 9-3-2 基于差分的 AR(2)模型与其他模型预测结果的比较 

年份 实际值 线性 一阶 二阶 三阶 四阶 差分 
2001 127627 129963.45 128203.09 127831.35 127873.72 127845.26 127872.34
2002 128453 131470.98 129664.63 129002.42 129153.25 129070.08 129111.02
2003 129227 132978.51 131127.61 130225.06 130508.47 128946.78 130419.07

误差平方和 0 28641111.58 5412241.93 1339750.95 2193380.16 506943.07 1914219.1
精度排序 － 6 5 2 4 1 3 
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图 9-3-8 中国人口增长的二阶自回归预测结果（2001－2010） 

 
综合上述分析可知，预测模型的最大时间滞后应该取 p=2，否则模型参数的质量没有保

证（置信度低），即便最近年份的预测效果较好，远期预报的结果将会大大偏离实际。与二

阶自回归对应，如果选择差分序列拟合，则单整为 1，即一次差分就够了。至于选择一次差

分模型和二阶自回归模型究竟哪一个更为可取，要看综合效果。由于差分序列对原始数据的

异常值远较非差分序列敏感，可以想见非差分序列的二阶自回归模型结果更为可靠一些。由

此可见，如果不考虑非线性过程的影响，基于原始数据序列的二阶自回归模型是我们预测中

国大陆人口增长的最佳工具。 
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第 10 章 周期图分析 

计算周期强度并绘制周期图的过程，实质上就是功率谱分析的过程。区别在于，通常所

谓的功率谱分析采用的快速 Fourier 变换（FFT），而周期图的计算过程则是基于最小二乘思

想。就谱分析而言，周期图的计算结果更为准确。但是，当时间序列的样本路径很长时，周

期图的计算就会非常麻烦。FFT 由于添加 0 数据引起了一些误差，数据越少误差越大。因此，

FFT 不适用于少量数据的周期判断。当序列足够长时，FFT 的误差就会很小，而其变换过程

非常适宜于编程计算。可见，FFT 的应用对象是较长的序列，而周期图则适合于较短的时间

序列。更为重要的是，周期图的计算有助于我们从回归分析的角度理解 Fourier 变换的数学

原理。下面以河流断面平均流量为例给予说明。 
【例】某河流断面月平均流量的周期图分析。原始数据来源于陈俊合等编著的《工程水

资源计算》。我们先采用 12 个月份的数据计算周期图，然后采用 24 个月份的数据进行验证

分析。 

§10.1 时间序列的周期图 

10.1.1 基本原理和计算公式 

为了说明周期图方法在周期识别中的作用，我们实际上采用了一个显而易见的例子：河

流径流量的变化周期。由于河流流量受气候的影响，可想而知，水流变化一定具有 12 个的

月的周期。也许某些河流的水量变化还有其他周期，但是，12 月长度的周期肯定是最为明

确和突出的。我们采用一个“不言而喻”的例子主要是为了印证分析的效果。 
例 1。某水文观测站测得一条河流从 1979 年 6 月到 1980 年 5 月共计 12 月份的断面平

均流量。试判断该河流的径流量变化是否具有周期性，周期长度大约为多少？ 
假定将时间序列 xt 展开为 Fourier 级数，则可表示为 

∑
=

++=
k

i
tiiiit tfbtfax

1

)2sin2cos( εππ ,                  (10-1-1) 

式中 fi 为频率，t 为时间序号，k 为周期分量的个数即主周期（基波）及其谐波的个数，εt

为残差（白噪声序列）。当频率 fi 给定时，上式可被视为多元线性回归模型。借助多元回归

分析理论可以证明，当 i≠N/2 时，待定系数 ai、bi的最小二乘估计为 

∑
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=
N

t
iti tfx

N
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1

2cos2ˆ π ,                         (10-1-2) 

∑
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2sin2ˆ π .                          (10-1-3) 

这里 N 为观测值的个数。如果 N 为偶数，则当 i=0 或者 i=N/2 时，参数 ai 的估计公式应该

改为 

∑
=

=
N

t
iti tfx

N
a

1

* 2cos1ˆ π .                         (10-1-4) 
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时间序列的周期图可以定义为 

)(
2

)( 22
iii baNfI += ,                           (10-1-5) 

式中 I(fi)为频率 fi 处的强度（i=0,1,2,…,N-1）——可以证明，I(fi)/2 便是谱密度。以 fi 为横轴，

以 I(fi)为纵轴，绘制时间序列的周期图，可以在最大值处找到时间序列的周期。对于本例，

N=12，t=1,2,…,N，fi=i/N。下面借助 Excel，利用上述公式，计算有关参数并分析时间序列

的周期特性。首先说明，在理论上，时序编号应该采用 t=0,1,…,N-1。我们采用 t=1,2,…,N
进行编号更为直观，因为序号直接可以与月份对应。容易验证，基于两种编号的最终结果完

全一样。 

10.1.2 计算步骤 

第一步，录入数据，并将数据标准化或中心化 
中心化与标准化的区别在于，只需将原始数据减去序列的平均值，而不必再除以标准差。

不难想到，中心化的数据均值为 0，但方差与原始数据相同。对于我们的问题，在 D2 单元

个中输入公式“=C2-AVERAGE($C$2:$C$13)”，回车，得到第一个中心化数据 21.142。双击

D2 单元个的右下角，立即生成全部中心化的数值（图 10-1-1）。 
 

 
图 10-1-1 录入的数据及其中心化结果（1979.6-1980.5） 

 
第二步，计算三角函数值 
为了借助 Fourier 级数表达式计算参数 ai、bi，首先需要计算正弦值和余弦值。取 i=0, 1, 

2, …, 11，则频率为 fi=i/N=0, 1/12, 2/12, …, 11/12（图 10-1-1）。为了很好的体现对称性，不

妨补上最后一个频率 fN=1。 
接下来，调整数据的区域分布，将频率复制到单元格 A3:A15 中，将中心化的数据转置，

然后粘贴于第一行的单元格 B1:M1 中，月份的序号 t=1,2,…,12 写在单元格 B2:M2 中（与中

心化数据对齐）。 
在 B3 单元格中输入公式“=COS(2*PI()*B$2*$A3)”，回车得到 1；按住单元格的右下角

右拉至 M3 单元格，得到 f=0、t=1～12 的全部余弦值。然后同时选中 B3:M3 单元个，待到

光标变成细小黑十字，双击 M3 单元个右下角，可以得到全部的余弦值，它们分布于 B3:M15
区域中（图 10-1-2）。 
 



研究生地理数学方法（实习）             Part1   电子表格 Excel 

 229

 

 

图 10-1-2 计算余弦值的表格 
 
在上面的计算中，只要将公式中的“COS”换成“SIN”，即可得到正弦值，不过为了

计算过程清楚明白、不致混淆，最好在另外一个区域给出结算结果（参见图 10-1-3）。 
前述计算过程为按行计算，也可以改为按列计算。在 B3 单元格中输入公式

“=COS(2*PI()*B$2*$A3)”，回车得到 1；按住单元格的右下角下拉至 A15 单元格，得到

f=i/12、t=1 时的全部余弦值。然后同时选中 B3:B15 区域，按住区域右下角右拖至区域

M3:M15。这样得到全部余弦值。将公式改为“=SIN(2*PI()*B$2*$A3)”，重复上述操作，可

以得到全部正弦值。 
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图 10-1-3 计算正弦值的表格 
 

第三步，计算参数 ai、bi 

利用中心化的数据（仍然表作 xt）计算参数 ai、bi。首先算出 xtcos2πfit 和 xtsins2πfit。在

B17 单元格中输入公式“=B$1*B3”，回车得到 21.142；按住单元格的右下角右拉至 M17 单

元格，得到 f=0/12、t=1～12 的全部 xtcos2πfit 值。然后，选中 B17:M17 区域，将鼠标光标指

向区域右下角，待其变为细小填充柄，双击 M17 单元个右下角，立即生成全部 f=0～1、t=1～
12 的 xtcos2πfit 值（图 10-1-2）。接下来，按行求和。第一行之和为 0（显示的结果近似为 0）；
第二行之和为 39.584……。各行之和乘以 2/N=1/6，即得 ai值。不过，有一个例外，那就是

i=N/2=6 的时候。对于 a6值，计算公式为-222.9/12，而不是-222.9/6（见图 10-1-4）。 
采用类似的方法不难算出 bi 值。首先计算 xtsin2πfit 值，方法与计算 xtcos2πfit 值一样，

不同之处是基于正弦值计算，而不是基于余弦值计算（图 10-1-3）。完成之后，按行求和；

各行之后乘以 2/N=1/6，得到 bi 值。当然，与 ai不同，对于 bi 值，没有例外的情况。 
 

 

图 10-1-4 计算待定系数和周期强度 
 
第四步，计算周期强度 
利用周期图公式，非常容易算出周期强度 I(fi)值。例如，对于 i=1 的情况，我们有 

914.174096)213.170597.6(*6)(
2

)( 222
1

2
11 =+=+= baNfI . 

其余依此类推（见图 10-1-4）。用周期强度值除以 2，即可得到功率谱密度值。 
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第五步，绘制时间序列周期图 
利用图 10-1-4 中的数据，以频率为横坐标，频率强度为纵坐标，容易画出周期图（图

10-1-5）。可以看到，这个坐标图是左右对称的。因此，上面的计算不必完全进行，只要计

算前面一半，即给出频率 f=0~0.5 的对应数值即可。 
 
第六步，周期识别 
关键是寻找频率的极值点或突变点。在本例中，非常明显，在 f1=1/12=0.08333 处，周

期强度突然增加（陡增），而此时对应的周期长度为 T=1/f1=12。因此，可以判断，时间序列

可能存在一个 12 月的周期，即 1 年周期。 
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图 10-1-5 某河流径流量的周期图（1979 年 6 月－1980 年 5 月） 

10.1.3 改变月份编号后的计算结果 

我们前面给出的月份编号是从 1 开始，到 12 结束。我们知道，月份的编号代表时序，

即周期图系数计算公式中的 t 值。改变时序编号，对周期图的系数（实际上就是 Fourier 系
数）自然产生影响。但是，不会影响最终的周期图计算。现在，让我们试验一下，将月份编

号改为从 0 开始到 11 结束。也就是说，用 t=0, 1, …, 11 代替前面的 t=1,2, …, 12。 
在图 10-1-2 所示的工作表中改变月份序号，余弦值立即跟着改变，相应的 xtcos2πfit 值

全部变化，从而系数 ai值也发生了变化（图 10-1-6）。 
在图 10-1-3 所示的工作表中改变月份序号，正弦值随即跟着改变，相应的 xtsin2πfit 值

跟着变化。不言而喻，系数 bi 值也改变了（图 10-1-7）。 
但是，周期图没有发生任何变化。也就是说，虽然 ai 值和 bi 值都改变了，但它们的平

方和却保持不变。 
进一步，如果我们将月份编号改为 t=2,3, …, 13，或者改为 t=-1,0, 1, …, 10，最终的周

期图始终不变。一言以蔽之，周期图在时序变化方面具有平移不变性。 
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图 10-1-6 改变月份编号后的余弦值计算表格 
 

 

 

图 10-1-7 改变月份编号后的正弦值计算表格 
 

了解周期图的上述性质，有助于我们理解周期图与功率谱之间的关系，进而理解功率谱

分析的技术本质。借助周期图在时序方面的平移不变性，我们可以从周期图出发，推导出
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Fourier 变换和功率谱分析的有关计算公式。另一方面，我们可以从线性回归分析的角度理

解周期图，因而也就可以从线性回归分析的角度理解功率谱分析。 
 

 

图 10-1-8 改变月份编号后的周期图系数值和周期强度 

§10.2 周期图分析的相关例证 

10.2.1 案例对照 

为了简明起见，我们采用的时间序列仅仅具有 12 个月份，也就是说，样本路径的长度

仅为 N=12。可是，最后计算的周期长度也是 12 个月。我们采用很短的序列估计一个相对较

长的周期值，这样的计算结果是否可靠？为了说明周期图分析的准确性，我们不妨给出一个

相关的佐证。 
例 2。为了映证上述判断，我们借助同一条河流的连续两年的平均月径流量（1961 年 6

月－1963 年 5 月）展开进一步的分析。数据来源相同，原始数据见下图（图 10-2-1）。 
将原始数据绘成时间序列变化图，可以初步估计具有 12 月变化周期，但不能肯定（图

10-2-2）。要想确认 12 月份的周期存在，我们利用这 24 个月份的数据再做一次周期分析。 
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图 10-2-1 录入的数据及其中心化结果（1961.6－1963.5） 
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图 10-2-2 径流量的月变化图（1961 年 6 月－1963 年 5 月） 

 

仿照上例给出的计算步骤，计算参数 ai、bi，进而计算频率强度（结果将图 10-2-3）。然

后绘制时间序列的周期图（图 10-2-4）。注意这里，N=24，根据对称性，计算前面一半的数

值。也就是说，我们只需处理频率为 0～0.5 之间的数据，其余的不必计算。 
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图 10-2-3 周期图系数和周期强度的计算结果 
 

从图 10-2-3 中可以看出，周期强度的最大值（极值点）对应于频率 f1=1/12=0.08333，
故时间序列的周期长度判断为 T=1/f1=12。这与用 12 月的数据进行估计的结果是一致的。由

于本例的时间序列比上例的时间序列增加了 1 倍，故判断结果更加令人放心。由此可见，利

用周期图法侦测时间序列的隐含周期是有效的，也是准确和可靠的。但是，当样本路径较长

时，这种计算非常麻烦。 
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图 10-2-4 某河流径流量的周期图（1961 年 6 月－1963 年 5 月） 

10.2.1 方法对照 

作为方法的对照，下面对例 1 的数据进行常规的功率谱分析。根据快速 Fourier 变换

（FFT）的要求，将样本路径延长到 2n 个，这里 n 为正整数（1,2,3,…）。我们的样本路径长

度为 N=12，它不是 2 的某个 n 次方。因此，在中心化的数据后面加上 4 个 0，这样新的样

本路径长度为 N’=12+4=16=24 个，这便符合 FFT 的需要。对延长后的中心化数据进行 Fourier
变换，结果如下（图 10-2-5）。 
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图 10-2-5 例 1 数据的 Fourier 变换结果 

 
借助上面的结果，容易绘制频谱图。注意，对于 FFT，频率不再等于 f=i/12，而是等于

f=i/16。一般地，线频率 fi 可以表作 

NiTif i // ==  ( Ni ,,2,1,0 L= -1).                     (10-2-1) 

显然 f0=0/16=0，f1=1/16=0.0625，f2=2/16=0.125，…，f15=15/16=0.9375。如果补上最后一个

频率数值 f16=1 及其对应的功率谱密度 0，则可画出完全对称的谱图。由于频谱图是左右对

称的，在实际工作中，通常只画出左半边（图 10-2-6）。 
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图 10-2-3 频谱图的左半边（1979－1980） 

 
从图 10-2-6 可以看出，功率最大点对应的频率是 f1=0.0625，该频率对应的周期长度为

16。可见，在时间序列较短的情况下借助 FFT 寻找时间序列的周期不如周期图准确。原因

在于，FFT 将时间序列人为地延长了，因此，频谱序列与周期长度不再完全对应。当时间序
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列足够长的时候，分析结果才接近周期的真值。 
接下来对例 2 的数据进行 Fourier 变换。由于 N=24，我们取 T=32=25。也就是说，对于

中心化的数据，要在后面添加 8 个 0 作为补充点数。基于 FFT 的变换结果如下（见图 10-2-7）。 
 

 
图 10-2-7 例 2 数据的 Fourier 变换结果 

 
根据计算结果画出频谱图，可以看出，频率密度的极值点对应的频率为 0.09375，相应

的周期为 T=10.667；在极值点附件存在一个次最大点，但相对于其他数值却显然又是突变

点，该点对应的频率为 0.0625，相应的周期为 16（图 10-2-8）。故可断定，该时间序列的周

期必在 10～16 之间。实际的周期长度为 12，可见结论是符合实际的。 
采用另外一条河流 1956 年 1 月到 1977 年 4 月共计 256 个月份的河流径流量数据开展功

率谱分析，频谱图如下（图 10-2-9）。谱密度最大的点对应的频率值为 0.082031，其倒数为

T=12.19≈12。这个数值已经非常接近于 12 了。可见，样本路径越长，计算的河流径流量年
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际变化周期长度越是准确。 

0

5000

10000

15000

20000

25000

30000

35000

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

频率

谱
密

度

 
图 10-2-8 频谱图的左半边（1961－1963） 
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图 10-2-9 另外一条河流的频谱图（1956.1－1977.4） 

 

§10.3 多元回归的验证 

我们在前面说过，周期函数的 Fourier 展开式可以看作一个多元线性回归模型，参数计

算公式是对 Fourier 展开式中待定参数的普通最小二乘（OLS）估计。下面用例 1 的结果验

证这种判断。将图 10-1-2、图 10-1-3 中计算出的正弦值 SIN、余弦值 COS 和中心化的径流

量 xt 集中在一起，经复制→选择性粘贴→转置，可将数据重新排列如下（图 10-3-1）。需要

特别注意的是，我们的频率编号是从 1 开始的，到 12 结束。因此，我们复制的余弦和正弦

值必须对应于 1～12 之间的频率，舍弃第一行。如果我们的在图 10-1-2 和图 10-1-3 中的周

期编号改为从 0 开始，到 11 结束，则我们复制的正弦和余弦值必须对应于 0～11 之间的频

率。那样的话，就得舍弃最后一行。 
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图 10-3-1 重新排列的数据（舍弃第一行） 

 
若以正弦、余弦值为自变量，以中心化的径流量为因变量进行多元回归，Excel 拒绝给

出结果，并弹出如下对话框显示拒绝计算的原因（图 10-3-2）。 

 

图 10-3-2 Excel 拒绝给出回归结果 
 
问题在于行数与列数不能相同，而本例中自变量数 m 和样品数 n 都是 12，这就是问题

之一所在（m=n）。考虑到最后一个变量的全部数值为 0，不妨剔除最后一个变量 SIN6。由

于 Fourier 展开式不含常数项，在回归分析选项框中强制“常数为零（Z）” （图 10-3-3）。
其实，不选“常数为 0”，回归系数基本一样，但检验统计量有所差别。 

 
图 10-3-3 多元回归选项 
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确定以后，Excel 给出的多元回归结果如下（图 10-3-4）。这是一种完美拟合（perfect fit），
相关系数为 1，标准误差为 0，F 值和 t 值接近于无穷大，P 值为 0。 

 

 

 
图 10-3-4 多元线性回归的结果 
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进一步可以算出，DW 值为 2.125，接近于 2。理论上，DW 统计量应该为 2。数值的偏

差是由于计算误差引起的。将回归结果与前面的直接计算的系数值进行比较，发现除了 SIN6
的系数没有给出以外，其余的结果基本一样（图 10-3-5）。至于 SIN6 对应的回归系数，可以

想到，其数值理当为 0。原因是，变量的数值全部为 0，其影响自然为 0。一个自变量对因

变量没有影响，其回归系数也就是 0。 
 

 

图 10-3-5 回归系数与直接计算结果的比较 
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第 11 章 时空序列的谱分析（自谱） 

谱分析是非常重要的时间序列和空间序列分析方法。在时间序列分析中，这种方法叫

做功率谱分析；在空间序列分析中，该方法叫做波谱分析。谱分析是寻找周期、节律或趋

势从而发现自然规律的有效工具，其原理貌似复杂，实际上不难理解。在 Excel 中，借助

快速 Fourier 变换（FFT）即可对时间序列进行功率谱分析，或者对空间系列进行波谱分

析。谱分析有两个方面的作用：对于周期变化的数据，主要用于侦测系统隐含的周期或者

节律行为；对于非周期的数据，主要用于揭示系统演化过程的自相关特征。下面借助两个

实例说明如何利用 Excel 进行 Fourier 变换和谱分析。 
【例】第一个例子——北京市月平均气温变化——属于自然地理学领域，旨在说明借

助 FFT 寻找周期的基本方法；第二个例子——杭州市人口密度的空间分布——属于人文地

理学领域，旨在说明借助 FFT 进行空间自相关分析的常规思路。第一个例子来源于《中国

统计年鉴》，第二个例子的数据来源于冯健的《转型期中国城市内部空间重构》。 

§11.1 周期数据的频谱分析 

首先以北京市月气温变化的时间序列为例，说明 FFT 的计算方法。现有北京市 1996－
2004 年 9 个年 108 个月的数据。可以想见，气温具有年际周期变动规律，即理当存在一个

12 月的周期。不妨利用频谱关系揭示周期长度，看看上述猜想是否成立，同时验证谱分析

在揭示周期规律方面的有效性和可靠性。 

11.1.1 数据预备工作 

第一步，录入数据 
在 Excel 中录入数据，为了清晰起见，可以将年份和月份列出，也可以不列。不过，

作为预备，可以将时序给出。我们一共有 108 个月份，故时序可以从 0 排到 107（见图 11-
1-1）。 
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图 11-1-1 北京市月平均气温（局部：首位部分） 

 
从散点图可以看出，北京市月气温变化具有周期波动特征（图 11-1-2）。数一数散点变

化规律，就可以发现气温的变化周期为 12 月。 
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图 11-1-2 北京市月平均气温的周期波动特征 

 
第二步，中心化处理 
从散点图还可以看出，数据变化的规律是周期性和平稳性的叠加（图 11-1-2）。平稳数

据对应于一个水平“趋势”，而水平趋势对应于一个无穷大“周期”，这个“周期”没有实

际意义，但对真实周期的检测会带来不利影响。为了避免这种影响，有必要对数据进行中

心化处理。中心化就是用各个数据减去整个样本路径的平均值。根据我们的数据分布位

置 ， 利 用 Excel 的 平 均 值 函 数 average ， 在 E2 单 元 格 中 输 入 公 式 “ =D2-
AVERAGE($D$2:$D$109)”，回车，得到第一数据的中心化结果。然后将光标指向 E2 单元

格的右下角，待其变成细小黑十字填充柄，双击或者下拉至 E109，得到全部中心化结果

（图 11-1-2）。 
第三步，补充数据 
由于 Fourier 变换（FT）一般是借助快速 Fourier 变换（Fast Fourier Transformation, 

FFT）算法，而这种算法的技术过程涉及到对称处理，故数据序列的长度必须是 2k

（k=1,2,3,…，）。如果数据序列长度不是 2k，就必须对数据进行补充或者裁减。现在数据长

度是 108，介于 26=64 到 27=128 之间，而 108 到 128 更近一些，即 128-108<108-64，如果
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裁减数据，就会损失较多的信息。因此，采用补充数据的方式。 
补充的方法非常简单，在数据序列后面加 0，直到序列长度为 128=27 为止（图 11-1-

3）。当然，延续到 256=28 也可以，总之必须是 2 的整数倍。不过，补充的 0 数值越多，变

换结果的误差也就越大。本例添加 20 个 0 即可满足需要。 

 

 
图 11-1-3 中心化和补充 0 之后的时间序列（局部：首位部分） 

11.1.2 频谱计算和周期分析 

第一步，Fourier 变换的选项设置 
从主菜单出发，沿着“工具（T）→数据分析（D）”的路径打开数据分析复选框（图

11-1-4）。 
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图 11-1-4 数据分析（Data Analysis）的路径 

 

在数据分析选项框中选择傅立叶分析（Fourier Analysis）（图 11-1-5）。 

 
图 11-1-5 数据分析的傅立叶（Fourier）分析 

 
根据图 11-1-3 的数据分别范围，在 Fourier 分析对话框中进行如下设置：在输入区域

中输入数据序列的单元格范围“$E$1:$E$129”——注意我们是对添加 0 后的中心化数据展

开分析；选中“标志位于第一行（L）”，因为我们选中了 E1 单元格为数据标志；将输出区

域设为“$F$2”或者“$F$2:$F$129”（图 11-1-6a）。注意：如果“输入区域”设为

“$E$2:$E$129”，则不选“标志位于第一行（L）”（图 11-1-6b）。 
 

 

a 选中标志 
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b 不选中标志 
图 11-1-6 北京市月平均气温的傅立叶分析 

 
第二步，输出 FFT 结果 
选项设置完毕以后，点击“确定（OK）”，立即得到 FFT 结果（图 11-1-7）。显然，变

换结果都是复数。 
 

 

 
图 11-1-7 北京市月平均气温的 FFT 结果（局部） 
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第三步，计算谱密度 
Excel 不能自动计算谱密度，这需要我们利用有关函数进行计算。计算公式为 

)(1)(1)( 222 ba
T

fS
T

fP +==  

式中 a 为复数的实部（real part），b 为虚部（imaginary part），T 为样本路径长度，在我们

这里实则补充 0 后的数据序列长度。对于本例，T=128。注意复数的平方乃是一个复数与

其共轭（conjugate）复数的乘积，若 F(f)=a+bj，则|F(f)|2=(a+bj)*(a-bj)=a2+b2。这样，根据

图 11-1-7 中的 FFT 结果，我们有 

0128/)00( 22 =+ , 

0.6340718128/]2650776.61110577)3099506-6.1200057[( 22 =+ . 

………… 
其余依次类推。 

显然，这样计算非常繁琐。一个简单的办法是调用 Excel 的模数（modulus）计算函数

ImAbs，方法是沿着“插入（I）—函数（F）”路径（或者直接点击图标 fx）调出“插入函

数”选项框，在函数“或选择类别”中找“工程”类，在工程类中容易找到 ImAbs 函数

（图 11-1-8）。 

 

图 11-1-8 模数计算函数 
 

在调出模数计算函数 ImAbs 之前，选中结果输出单元格 G2；调出函数 ImAbs 之后，

在文本框中输入第一个 FFT 结果所在位置 F2。确定以后，弹出一个选项框，选中第一个

FFT 结果，确定，得到 0（图 11-1-9）。我们知道，复数的模数计算公式为 

2/122 )( baM += , 

对于第一个 FFT 结果，由于虚部为 0，模数就是其自身，即 

0)00( 2/122 =+ . 
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更简便的办法是，在 G2 单元格中输入公式“=IMABS(F2)”，回车即可得到结果。 

 

图 11-1-9 计算模数 
 
但对于后面真正的复数，计算就简单了。抓住第一个模数所在的单元格 G2 的右下

角，待其变成黑十字的填充柄，双击或者下拉，立即得到全部模数（图 11-1-10）。 
最后，用模数的 2 次方除以数据序列长度 T=128 立即得到全部谱密度结果（图 11-1-

10）。具体方法是，在 H2 单元格中输入公式“=G2^2/128”，回车，得到第一个谱密度。抓

住第一个谱密度所在的单元格 H2 的右下角，待其变成细小黑十字，双击或者下拉，得到

全部谱密度。一种更为间捷的办法是，输入公式“=IMABS(F2)^2/128”，就可以直接基于

FFT 结果算出第一个谱密度。 

 

 
图 11-1-10 北京市月平均气温的谱密度（局部） 

 
第四步，绘制频谱图并估计周期长度 
频谱分析目前主要用于两个方面，一是侦测系统变化的某种周期或者节律，据此寻找

因果关系（解释）或者进行某种发展预测（应用）；二是寻找周期以外的某些规律，据此对

系统的时空结构特征进行解释。 
不论目标是什么，都必须借助频谱图（频率－谱密度图）进行分析和解释。下面第一

步就是绘制频谱图。首先要计算频率，线频或角频都可以，因为二者相差常数倍（2π）。一
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个简单的办法是，用 0 到 T=128 的自然数列除以 T=128。首先在谱密度 P(f)前面插入一

列，这一列用 H 表示，谱密度所在的列退到后面用 I 表示（图 11-1-11）。在 H2 中输入公

式“=C2/128”，得到第一个频率值 0，然后双击或者下拉该单元格的右下角，得到全部频

率值。 

 

 
图 11-1-11 以对称点（f=0.5）为界截取序列的前面一半 

 
如果采用的频率变化范围 0~1，则绘制的频谱图是对称的（图 11-1-12）。实际上，另

一半是多余的。因此，我们可以以对称点 f=0.5 为界，截取前面一半的数据，在 Excel 上绘

制频谱图（图 11-1-13）。 
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图 11-1-12 对称的频谱图（基于完整的数据序列） 
 
 

下图是常用的频谱图形式，如果存在周期，则在尖峰突出的最大点可以找到。可以发

现，在 f=0.0859375 处有一个尖峰突起的周期点。取倒数得到 

1263636.110859375.0/11

1
1 ≈===

f
T . 

可见北京市月平均气温的变化的确存在一个为时 12 个的周期。但是，由于 FFT 加 0 计算

的近似性，计算的周期长度与实际值有所误差。当序列长度足够大、频率足够密集的时

候，计算结果就会逼近周期长度的真值。 
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图 11-1-13 频谱图的左边一半 

 
第五步，结果检验 
在任意单元格输入公式“=MAX(I2:I66)/SUM(I2:I66)”，就可以得到 Fisher 检验的统计

量 g1=0.6635。取显著性水平 α=0.05、周期序号数 r=1，查调和分析的 Fisher 统计表可知 

13135.0)1,50(),( 05.0 == grsgα . 

本例 s=N/2=128/2=64>50，而 g0.05(64,1)< g0.05(50,1)，因此必有 g1> g0.05(64,1)，检验通过，

第一个周期成立。 
在图 11-1-13 中还可以看到，在谱密度的峰值附近还有一个很突出的点，对应的频率

为 0.078125，其倒数为 12.8。这个点的 Fisher 统计量为 g2=0.2405。取显著性水平 α=0.05、
周期序号数 r=2，查调和分析表可知 

09244.0)2,50(),( 05.0 == grsgα . 

由于 g0.05(64,2)< g0.05(50,2)，因此必有 g2> g0.05(64,2)，12.8 作为第二周期检验也可以通过。

那么，这是不是说北京市的月平均气温存在 11.6 和 12.8 两个周期呢？不是。大量类似例证

的经验表明，这两个点指示的其实是同一个周期：T=12 个月。当序列长度足够大、频率足

够密集的时候，这两个点就会合而为一。 
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§11.2 空间数据的波谱分析 

以杭州市 2000 人口分布密度为例说明这个问题。 原始数据根据 2000 年人口普查的街

道数据经环带（rings）平均计算得到的结果（数据由北京大学冯健博士处理）。下面的变换

实质是一种空间自相关的分析过程。 

11.2.1 数据预备工作 

第一步，录入数据 
在 Excel 中录入数据不赘述（见图 11-2-1）。 

 

 
图 11-2-1 城市人口密度序列及其添加的 0 数据（局部） 

 
第二步，补充数据 
如前所述，根据 FFT 的递阶计算原理，故数据序列的长度必须是 2k（k=1,2,3,…，）。如

果数据序列长度不是 2k，就必须对数据进行补充或者裁减。现在数据长度是 26，介于

24=16 到 25=32 之间，而 26 到 32 更近一些（32-26<26-16），如果裁减数据，就会损失许多

信息。因此，采用补充 0 数据的方式：在数据序列后面加 0，直到序列长度为 32=25 为

止。本例补充 32-26=6 个 0，就可以将序列延伸到 32 位（图 11-2-1）。 

11.2.2 波谱计算和空间自相关分析 

第一步，Fourier 变换的选项设置 
沿着“工具（T）→数据分析（D）”的路径打开数据分析复选框（图 11-1-2）。在数据

分析选项框中选择傅立叶分析（图 11-1-5）。 
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根据图 11-2-1 所示的数据分布格局，在 Fourier 分析对话框中进行如下设置：在输入

区域中输入数据序列的单元格范围“$C$1:$C$33”；选中“标志位于第一行（L）”；将输出

区域设为“ $D$2 ”或者“ $D$2:$D$33 ”（图 11-2-2 ）。如果“输入区域”设为

“$C$2:$C$33”，则不选“标志位于第一行（L）”。 

 

图 11-2-2 城市人口密度的傅立叶分析选项 
 

第二步，输出 FFT 结果 
选项设置完毕以后，点击“确定”按钮，立即得到 FFT 结果。根据对称性，下图中给

出前面一半数值（图 11-2-3）。 

 
图 11-2-3 杭州城市人口密度的波谱密度（局部） 

 
作为预备，接下来不妨先计算“频率”。在空间分析中，频率实际上对应于波数。波数

就是从 0 到 T-1=31 的自然数列，用波数除以 T=32 即可得到频率。根据图 11-2-1 所示的数

据分布，在 E2 单元格中输入公式“=A2/32”，回车，得到第一个频率 0。然后将光标指向

E2 单元格的右下角，待其变成细小黑十字填充柄，双击或者下拉至 E33，得到全部频率值

（图 11-2-4）。 
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第三步，计算波谱密度 
调用 Excel 的模数计算函数 ImAbs，方法如前所述（图 11-1-8、图 11-1-9）。最简便的

方法是，在 F2 单元格中输入计算公式“=IMABS(D2)^2/32”，回车之后，得到 d 第一个谱

密度值 1494677812.5。抓住第一个谱密度所在的单元格 F2 的右下角下拉，或者用鼠标双

击或者下拉，得到全部谱密度值（图 11-2-4）。图 11-2-4 中以对称点（f=0.5）为界，从完

整的数据序列中截取前面一半。 
 

 
图 11-2-4 城市人口密度的波谱密度及其对应的频率（局部） 

 
第四步，波谱分析 
波谱分析如同功率谱分析一样，目前主要用于两个方面：一是侦测系统变化的某种节

律，据此寻找因果关系（解释）或者进行某种发展预测（应用）；二是寻找节律以外的某些

规律，据此对系统的时空结构特征进行解释。 
上面基于杭州人口密度数据的 FFT，实际上是一种空间自相关分析过程，属于 FT 的

第二类应用。这种过程不以寻找周期为目标，实际上也不存在任何周期。 
为了进一步的分析，有必要绘制波谱图。以对称点 f=0.5 为界，截取前面一半的数

据，在 Excel 上绘图（图 11-2-5）。下图是常用的频谱图形式，如果存在节律或者周期，则

在尖峰突出的最大点可以找到。这个图中是没有明确显示任何节律的，但并不意味着没有

重要信息。 
在理论上，如果人口密度分布服从负指数模型，则其频率与波谱之间应该满足如下关

系 

2)( −∝ ffP . 

为了检验这种推断，不妨用下式进行拟合 

β−∝ ffP )( , 
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这正是 β噪声（β-noise）表达式。 
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图 11-2-5 杭州市人口空间分布密度的频谱图（常用形式） 

 
为了拟合幂指数模型，去掉 0 频率点即波数为 0 的点，采用 f=1/32 到 f=16/32 范围内

的数据建立谱密度与频率或者波数之间的关系（图 11-2-5）。 

 
图 11-2-6 用于建立波谱关系的数据 

 
模型拟合结果 

7983.17439.1280516)( −= ffP ,  

测定系数 R2=0.9494（图 11-2-7）。如果采样波数为自变量，则结果为 

7983.15091.651830969)( −= ffP ,  

测定系数 R2=0.9494。结果一样，唯一区别在于模型系数。 
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P (f ) = 1280516.7439 f -1.7983

R 2 = 0.9494
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图 11-2-6 频谱图的模型拟合结果（去掉 0 频点） 

 
将图 11-2-7 转换成对数刻度，拟合效果就尤其明确（图 11-2-8）。显然，β=1.7983≠

2。 

P (f ) = 1280516.7439 f -1.7983
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图 11-2-8 双对数空间频谱图（波谱图） 

 
利用模型及其参数，我们可以对杭州市人口分布特征及其变化进行系统分析。但是，

深入的分析仅仅借助一个参数是不够的。实际上，β 指数还蕴涵有很多信息。对于 d=1 维

的数据序列，我们有如下关系 

D25−=β , 

HD −= 2 . 
式中 D 为自相似（幅谱）曲线的分维（fractal dimension），H 为 Hurst 指数。显然 

12)2(25 +=−−= HHβ , 

或者 

2
1−

=
βH . 
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根据这中关系，可以将波谱指数转换成 Hurst 指数。考虑“粒子”（如城市中的人口）的分

数布朗运动（Fractional Brown Motion, FBM），Hurst 指数可由如下空间自相关函数定义 

12
)(

)()()( 12
2 −=
><

>−−<
= −H

rx
rxrxrR , 

式中 x(·)为粒子空间运动的坐标。对于标准化数据，上式为一个坐标点的左右两个对称点

的相关系数。显然，当 H=0.5 时，R(r)=0，此时间隔的粒子无关；当 H>0.5 时，R(r)>0，此

时粒子空间长程正相关；当 H<0.5 时，R(r)<0，此时粒子空间长程负相关。从杭州不同年

份人口密度分布的变化情况看来，β 趋近于 2，H 趋近于 0.5。这暗示，人口的空间分布由

长程相关趋向于长程无关。当 β=2 时，H=0.5，此时每一个粒子仅仅影响紧邻（immediate 
neighborhood）的粒子，这就是复杂性科学所谓的局域性（locality）问题。 

令人感到意外的是人口空间作用的负相关。从图 11-2-7、11-2-8 可以看到，H 指数小

于 0.5，这暗示人口的空间影响为长程负作用：一个地方的人口越多，就会对一定尺度内邻

近区域的人口形成越大的抑止作用；反过来，一个地方的人口分布越少，就会对邻近区域

的人口增长形成越大的促进作用。因此，即便在均质化地理背景和均衡化基础设施条件

下，城市人口分布曲线也必然是非连续的或者不平滑的——平滑的人口分布只能是统计平

均结果。上述结论与通常的地理假设是大相径庭的：近年来地理学家在进行系统演化模

拟——特别是细胞自动机（cellular automata, CA）模拟时，大多有意、无意地假设人口活

动具有长程作用（action-at-a-distance），而且是空间长程正相关的。然而，杭州的计算结果

明确显示，人口的空间分布具有长程作用，但却显示两种特征：一是长程负向相关，二是

长期弱化趋势。一言以蔽之：空间中的一个点对邻近区位的一个点是负效应的，但这种负

效应长期看来逐渐淡化，或者说作用距离随着城市的发展而不断缩短。我们知道，长程作

用的弱化以至消失就是所谓空间的局域化过程，可见对于发展成熟的城市，理当具有局域

性或者准局域性质。 
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第 12 章 功率谱分析（实例） 

周期识别是频谱分析基本而且重要的内容。识别技术不太复杂，只要将 FFT 结果描成

出时间序列频谱图，在图中找到最大尖峰突起点对应的频率，根据频率（f）与周期长度（T）
的倒数关系 f=1/T，立即可以算出周期的长度。有时候最大点是 0 频点，则次大点、三大点

也代表相应的周期。0 频点的最大值对应于无穷大“周期”，这个“周期”没有实用价值。

只要对数据进行中心化处理，就可以在频谱图消除无穷大周期的影响。为了比较全面地介绍

谱分析方法的应用，下面采用模拟时间序列进行说明。采用模拟序列的原因是：该序列是我

们自己构造的，其周期长度我们心中有底，频谱分析是否准确可以一目了然。 

§12.1 实例分析 1  

第一个例子：模拟一个时间序列（T），其结构是随机序列（R）加周期序列（P），即有 
PRT += . 

第一步，构造模拟序列 
首先，生成随机数序列 xt。序列长度确定为 N=28=256 个。当然，序列长度可以随意设

定，不必为 256。取 256 位是为了 FFT 的方便，你可以选择 32 位、128 位……，总之最好

是 2k位才够简便（k 为自然数），否则还要加 0 补足长度。 
沿着主菜单中“工具（T）”→“数据分析（D）”的路径打开“数据分析（D）”选项框，

从中选择“随机数发生器”（图 12-1-1）。 

 
图 12-1-1 从“数据分析”中选择“随机数发生器” 

 
确定以后，弹出“随机数发生器”复选框。变量个数选 1；随机数个数根据预定，设为

256 位；分布选“正态”，当然也可以选其他；平均值取 0，标准差取 1，这是标准化的随机

数。当然也可以根据自己的需要设置；随机数基数可取 1；输出区域，为方便计，就选在序

号数旁边——以 B2 单元格为起始位置（图 12-1-2）。 
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图 12-1-2 随机数发生器的选项和设置（正态选项） 

 
确定以后，立即生成 256 位正态分布的随机数列 xt（ 255,,2,1,0 L=t ），结果见下图（图

12-1-3） 

 

图 12-1-3 生成的随机数（部分） 
 
作散点连线图，可以看出随机数的变化特征——没有规律可寻（图 12-1-4）。 
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图 12-1-4 模拟的随机序列图式 

 
从“数据分析”工具箱中调出 Foureir 分析工具，对随机序列进行 FFT，方法见上一章，

结果分布于 C 列。然后利用函数 ImAbs 计算模数和谱密度。首先利用公式“序号/256”计

算频率，然后在 E2 单元格中输入公式“=IMABS(C2)^2/256”计算谱密度。双击或者下拉

E2 单元格的右下角，得到全部谱密度值（图 12-1-5）。 
 

 
图 12-1-5 随机序列的 FFT 变换结果（局部） 

 
利用上面的计算结果作出频谱图——以频率为横坐标，谱密度为纵坐标，做散点图并添

加连线，发现有各种各样的周期，以致没有一个突出的周期（图 12-1-6）。根据数据分别的

区域范围，在任意单元格输入公式“=MAX(E2:E130)/SUM(E2:E130)”计算 Fisher 统计量，

结果为 0.0420215，查表调和分析的 Fisher 统计表，检验不通过。这表明这个随机序列没有

真正的周期变动可言。 
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图 12-1-6 随机序列的频谱图具有各种周期（局部） 

 
下面，让我们生成一个周期序列。例如：按照 12345671234567……的秩序循环成数，

周期显然为 7。然后将这个序列中心化，即减去平均值，结果用 yt表示。中心化的目的有两

个：其一，随机序列的最大值和最小值分别是 3.427 和-3.023。中心化使得周期数据的变化

幅度不超过这个极值范围，以便随机数真正地“淹没”周期数。其二，中心化消除一个水平

趋势，避免频谱中出现没有意义的无穷大“周期”。可以看到，中心化的周期数据以 7 为周

期变动（图 12-1-7）。 
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图 12-1-7 周期数变化曲线 

 
然后，生成最终的模拟序列，方法是将随机数与对应的中心化的周期数两两叠加得到

zt=xt+yt（图 12-1-8）。 
从叠加结果中无法判断周期的大小（图 12-1-9）。 



研究生地理数学方法（实习）            Part1   电子表格 Excel 

 261

 
图 12-1-8 随机数与周期数相加的结果 
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图 12-1-9 叠加结果的变化图式 

 
对叠加结果进行 FFT，方法同上；并且计算谱密度，结果如下（图 12-1-10）。利用前述

方法作出频谱图，寻找最大谱密度点。 
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图 12-1-10 对叠加结果的 FFT 结果 
 
频谱图显示，最大的谱密度点对应的频率为 f=0.14453125，其倒数为 T=1/f=6.9189189

≈7，故这个序列隐含着一个长度为 7 的周期（图 12-1-11）。 
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图 12-1-11 叠加结果的频谱图式（局部放大） 

 
根据数据分别的区域位置，在任意单元格输入公式“=MAX(K2:K130)/SUM(K2:K130)”

——这个公式覆盖的数据范围对应于频率从 0 到 0.5 的区间，计算 Fisher 统计量，结果为

0.337419，查表调和分析的 Fisher 统计表可知，检验通过。 

§12.2 实例分析 2  

第二个例子：模拟一个时间序列（T），其结构是随机序列（R）乘周期序列（P），即有 
PRT ×= . 

下面分两种情况讨论。 

12.2.1 基于正态分布的随机数 

为简便计，我们不妨利用第一个例子中生成的随机序列 xt 与周期序列 yt 两两相乘（即

同一行对应的数值相乘），得到另一个模拟序列 zt=xt*yt（图 12-2-1）。 
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图 12-2-1 正态随机数与周期数的乘积结果及其 FFT（局部） 

 
从这种结果中我们依然无法判断周期是否存在（图 12-2-2）。 
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图 12-2-2 正态随机数与周期数乘积的变化图式 

 
对乘积结果进行 FFT（图 12-2-1），然后作出频谱图（图 12-2-3）。结果表明，最大谱密

度点对应的频率为 f=0.171875，T=1/f= 5.2244898≈6，显然这不是我们要找的周期。计算的

Fisher 统计量为 0.0581648，不能通过检验。这表明，对于两个序列相乘，其周期可能被破

坏或者真的被湮没。 
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图 12-2-3 正态随机数与周期数乘积结果的频谱图（不能显示周期） 

12.2.2 基于均匀分布的随机数 

但是，如果更换一种均匀分别的随机数，情况就不一样。从数据分析工具箱中调出随机

数发生器，将图 12-1-2 所示的“正态”分布选项改为“均匀”分布选项，参数范围介于 0～
5 之间。这样生成一组新的随机数代替原来的随机数，数值范围为 0.00626~4.99847。 

 
图 12-2-4 随机数发生器的选项和设置（均匀选项） 

 
用这一组随机数与前述中心化的周期数两两相乘，得到一个复合序列 zt=xt*yt。从这个

序列里我们依然看不到周期的存在（图 12-2-5）。 
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图 12-2-5 均匀随机数与周期数乘积的变化图式 

 
对乘积结果进行 FFT（图 12-2-6），然后作出频谱图。结果表明，最大的谱密度点对应

的频率为 f=0.14453125，其倒数为 T=1/f=6.9189189≈7，这正是序列隐含的一个长度为 7 的

周期（图 12-2-7）。计算的 Fisher 统计量为 0.2725518，可以通过检验。这表明，对于两个序

列相乘，其周期是否被破坏或者被淹没取决于随机数的分布特征。 
 

 
图 12-2-6 均匀随机数与周期数的乘积结果及其 FFT（局部） 
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图 12-2-7 均匀随机数与周期数乘积结果的频谱图（可以显示周期） 

 

§12.3 实例分析 3 

第三个例子：余弦函数——典型的周期函数。 
由于时间序列分析的一个基本思路就是假设现实中复杂多变的时间序列为多种周期的

正弦、余弦波动曲线构成的谐波。利用功率谱分析寻找周期的要领就是将波动幅度最大的周

期曲线分离出来。在物理学中，振动幅度是与能量大小有关的概念，功是能量转化的量度，

而单位时间中做功就是功率。 
下面利用余弦函数 

)cos(tyt =  

生成一个 256 位的周期序列（ 255,,2,1,0 L=t ）。在图图 12-2-6 所示的数据分布中，在 C2
单元格输入公式“=COS(A2)”，回车得到 1。双击或者下拉 C2 单元格的右下角，得到全部

结果，该序列的曲线变化非常有规律（图 12-3-1）。将模拟时间序列图局部放大以后，可以

明确看到这就是一条余弦曲线（图 12-3-2）。 
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图 12-3-1 基于余弦函数的周期函数曲线 
 
将这个周期序列 yt与例 1 中用到的随机序列 yt叠加，得到复合序列 zt=xt*yt（图 12-3-2）。

在这个序列里面，我们已经看不到周期变化。 
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图 12-3-2 余弦波动序列与正态随机序列叠加的复合序列 
 

对该序列进行 FFT（图 12-3-3），可以在频谱图上看到一个十分明确的功率谱密度极大

值对应的频点 f=0.16015625，相应的周期为 T=1/f=6.2439024≈2π（图 12-3-4）。这个周期对

应的 Fisher 统计量为 0.2675，检验通过。 
如果我们延长序列，比方说取 N=512、1024，等等，计算的周期长度就会越来越接近 2π。 
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图 12-3-3 复合序列的 FFT 结果（局部） 

 
如果我们将生成周期序列的函数改为正弦函数， 

)sin(tyt = , 

分析结果不变；如果改为正弦何余弦叠加的函数 

)sin()cos( ttyt += , 

分析结论依然不变。 
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图 12-4-3 复合序列的频谱图 

 
如果我们将复合序列改为乘积方式生成：由周期序列与正态随机序列相乘得到，谱分析

结果不能显示周期。但是，如果采样均匀分布的随机序列，无论复合序列由加法生成，抑或

由乘法生成，谱分析都可以将周期揭示出来。 

§12.4 实例分析 4 

第四个例子：双正弦函数与随机序列的叠加结果。不妨采样下面公式生成一个复合序列 
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tt x
N
t

N
tz ++= )2*100sin()2*50sin( ππ  

t
tt εππ ++= )

256
2*100sin()

256
2*50sin( , 

式中 N=256 为序列长度， ttx ε= 为随机数发生器生成的随机序列，我们仍然采样例 1 给出

的正态分布的随机序列。假定数据如图 12-3-3 所示的格局，在 C2 中输入双正弦函数计算公

式“=SIN(50*2*PI()*A2/256)+SIN(100*2*PI()*A2/256)”，得到周期序列 yt，将其与例 1 的随

机序列 xt递加，即可得到复合序列 zt。生成的结果如下图所示（图 12-4-1）。 
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图 12-4-1 双正弦周期序列与随机序列叠加的结果 

 
也可以例如如下公式直接生成复合序列： 

“=SIN(50*2*PI()*A2/256)+SIN(100*2*PI()*A2/256)+RAND()-RNAD()”. 
公式后面的随机数函数 rand 自动生成一个 0～1 之间的随机数。之所以同时附加两个（一正

一负的）随机函数，目的是使得随机数值的平均值接近于 0。 
对复合序列进行 FFT，结果如下（图 12-4-2）。可以从频谱图上看到两个尖峰（图 12-4-3）。 
 

 
图 12-4-2 双周期复合序列的 FFT 结果（局部） 

 



研究生地理数学方法（实习）            Part1   电子表格 Excel 

 270

两个谱密度特别突出的点对应的频率分别是 0.1953125 和 0.390625，相应的周期则是

5.12 和 2.56（图 12-4-3a）。实际上，如果我们以时序为横坐标、以谱密度为纵坐标画图，可

以看到，这两个突出的谱密度分别对应于 50Hz 和 100Hz 的位置（图 12-4-3b）。 
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b 时谱图 

图 12-4-3 双周期复合序列的谱图 
 
在任意单元格输入公式 

“=LARGE(G2:G130,1)/SUM(G2:G130),” 
回车，得到第一个周期的 Fisher 统计量 0.2505；输入 

“=LARGE(G2:G130,2)/SUM(G2:G130)”, 
回车，得到第二个周期的 Fisher 统计量 0.2473。这两个统计量都大于调和分析 Fisher 检验表

的相关临界值。 

§12.5 实例分析 5 

第五个例子：Logistic 过程的周期特征（分三步讨论）。 
我们知道， R. May 那著名的 Logistic 过程可以用如下差分方程表述 
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)1(1 ttt xrxx −=+ , ( 40 ≤< r ) 

当 r<3 时，序列没有周期；当 449.3613 ≈+≤< r ，xn逐渐进入 2 周期；当 61+>r 时，逐

渐进入 4 周期、8 周期、……、2n周期；当 r>3.57 时，系统进入混沌（chaos）状态。 
第一种状态：我们取 x0=0.05，r=3.5 生成一个 256 位的 2 周期序列（图 12-5-1）。生成

的方法如下。在单元格 A2 中输入参数 r 值 3.5，在单元格 C2 中输入初始值 x0 值 0.05。在单

元格 C3 中输入公式“=$A$2*C2*(1-C2)”，回车，得到 x1=0.152。将光标指向单元格 C3 右

下角，待其变成细小黑十字填充柄，按住左键下拉至 C257，即可得到所要的数据。 
 

 
图 12-5-1 二周期 Logistic 序列及其 FFT 结果（局部） 

 
对于这样一个序列，2 周期变化规律一看便知，无需借助 FFT 进行识别（图 12-5-2）。 
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图 12-5-2 二周期 Logistic 序列（局部） 
 
但是，对这种序列进行变换有助于我们理解周期序列的频谱曲线特征。首先对数据进行

中心化，方法是，在 D2 中输入公式“=C2-AVERAGE($C$2:$C$257)”，回车，得到第一个

中心化数值。将光标指向单元格 D2 右下角，待其变成细小黑十字填充柄，按住左键下拉至

D257，即可得到全部中心化的数据。 
对上述中心化数据进行 FFT，将变换结果绘制成频谱图（图 12-5-3），可以发现，在半
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频点即频率 f=0.5 的地方谱密度最大。该点对应的周期长度为 T=1/f=1/0.5=2，即周期 2——

这个结果与 Logistic 方程预期的二周期完全一致。 
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图 12-5-3 二周期 Logistic 序列的频谱图 

 
第二种状态：在 Logistic 方程中，取 r=3.5，系统立即进入四周期状态。相应地，在 A2

单元格中，将参数改为 3.5，于是 xt值跟着变化（图 12-5-4），其曲线明显表现为 4 周期振荡

（图 12-5-5）。 
对此序列的中心化值进行 FFT，可以从频谱图上看到两个极值点：一是半频点 f=0.5，

对应于周期 2（图 12-5-6a）；二是四分之一频点 f=0.25，对应于 T=1/0.25=4，即周期 4（图

12-5-6b）。 
 

 
图 12-5-4 四周期 Logistic 序列及其 FFT 结果（局部） 

 
可以看到，四周期过程包括 2 周期在内。还可以看出，相对于周期 2 频点，周期 4 频点

的谱密度是非常低的；但是相对于非周期点，它却相当突出——将频谱图放大以后更容易看

出这个特征（图 12-3-6）。 
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图 12-5-5 四周期 Logistic 序列（局部） 
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b. 频谱图局部放大 

图 12-5-6 四周期 Logistic 序列的频谱图 
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第三种状态：在 Logistic 方程中，取 r=3.55，系统立即进入八周期状态。相应地，在

A2 单元格中，将参数改为 3.55（图 12-5-7），xt值的变化曲线表现为 8 周期振荡（图 12-5-8）。 
对此序列的中心化值进行 FFT，可以从频谱图上看到四个极值点：一是半频点 f=0.5，

对应于周期 2（图 12-5-6a）；二是四分之一频点 f=0.25，对应于 T=1/0.25=4，即周期 4（图

12-5-6b）；三是八分之一频点 f=0.125，对应于 T=1/0.125=8，即周期 4（图 12-5-6b）。此外，

还有一个三是八分之三频点 f=0.375，对应于 T=1/0.375=2.667（图 12-5-6b）。 
 

 
图 12-5-7 八周期 Logistic 序列及其 FFT 结果（局部） 
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图 12-5-8 四周期 Logistic 序列（局部） 
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b. 频谱图局部放大 

图 12-5-9 四周期 Logistic 序列的频谱图 
 
第四种状态：在 Logistic 方程中，取 r>3.57，系统进入周期 8 状态（chaotic state）——

混沌通常被解释为“确定论系统中的内在随机性”：Logistic 模型是确定的，但当参数达到某

个临界值（如 3.57）以后，系统却表现成出乎意料的随机性质，其发展后果无法预测（即不

确定）。这与“混沌”以前表达的思想是大不相同的：过去人们认为，只要系统的数学模型

唯一确定，其演化轨迹一定可以预知。混沌理论改变了学术界的这个假设。 
系统演化是逐步进入混沌状态的。随着参数的增加，混沌状态越来越强烈，为了更好地

说明问题，我们不妨一步到位，取 r>4（图 12-5-10）。这是序列变化过程已经看不到任何周

期的痕迹（图 12-5-11）。 
混沌时间序列的变化相当复杂：仿佛有周期，又好像没有周期（图 12-5-11）。对此序列

进行 FFT，可以看到，序列包括各种各样的周期，但没有一个频点对应的谱密度是十分突出

的——包括各种周期，就意味着系统没有周期（图 12-5-12）。 
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图 12-5-10 Logistic 混沌序列及其 FFT 结果（局部） 
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图 12-5-11 Logistic 混沌序列（局部） 
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图 12-5-12 Logistic 混沌序列的频谱图 
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§12.6 实例分析 6 

第六个例子：余弦函数与混沌 Logistic 序列的叠加结果。 
将前述混沌序列 xt与上面基于余弦函数的周期序列 yt进行叠加，生成复合序列 zt=xt+yt。

具体说来，数据的生成函数如下 

)1(41 ttt xxx −=+ , 

)42cos(
N

tyt ⋅= π , 

式中 N=256 为序列长度。显然，余弦函数的周期为 T=N/4=64。 

 
图 12-6-1 将 Logistic 混沌序列与余弦周期序列混合生成隐含周期序列（局部） 

 
根据图 12-6-1 所示的格局，在单元格 E2 中输入公式“=COS(8*PI()*B2/256)”，回车，

下拉，即可得到序列 yt。然后将混沌序列的中心化值与余弦周期序列叠加，计算公式如下 

ttt yxxkz +−= )( . 

式中 k 为参数，可以根据混沌序列和周期序列的变动幅度确定。如果 k 值太小，则混沌序列

不足以淹没周期序列；如果 k 值太大，则将完全隐没周期序列的信息，以致谱分析不能识别。

对于本例，不妨取 k=5。 
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图 12-6-2 周期－混沌序列的叠加结果 
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接下来对序列 zt进行 FFT，可以从频谱图上清楚地识别出周期长度（图 12-6-3）。谱密

度最为突出的点对应的频率为 f=0.015625，其倒数为 T=1/f=64，这正是我们实现预设的周期。 
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图 12-5-3 周期－混沌叠加序列的频谱图 
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第 13 章 Markov 链分析 

Markov 链是一种状态转移分析和预测技术：根据事物的一种状态向另外一种状态转化

的概率，预测未来的状态概率分布。只要是无后效性的时空演化过程，就可以借助 Markov
链开展系统发展预测。在 Excel 中，可以通过多种途径实现常规的 Markov 链分析。对于简

单的 Markov 链，利用 Excel 的矩阵乘法函数、自我复制功能以及绝对单元格与相对单元格

的灵活处理即可实现。对于相对复杂一些的问题，则可以利用 Visual Basic 编辑器编写简单

的计算程序，然后调用相关的函数开展 Markov 链分析。下面借助简单的例子，逐步演示利

用 Excel 计算转移概率、寻求稳定分布结果的具体方法和技巧。 
【例】微量元素在四个地理区域之间的转移。与前面的例子不同，本例的数据不是真是

的观测数据，而是作者为了演示一种计算过程而虚构的数据。 

§13.1 问题与模型 

自然界的某种微量元素在甲、乙、丙、丁四个地理区域中转移，转移概率如下表 13-1-1
所示：每经历一段时间之后（比方说 10 年），甲环境的元素有 20%的转移到乙环境，30%
的转移到丙环境，20%的转移到丁环境，剩余 30%留在甲环境；乙环境的元素有 15%的转

移到甲环境，20%的转移到丙环境，25%的转移到丁环境，剩余 40%留在乙环境；丙环境的

元素有 20%的转移到甲环境，20%的转移到乙环境，30%的转移到丁环境，剩余 30%留在丙

环境；丁环境的元素有 10%的转移到甲环境，20%的转移到乙环境，30%的转移到丙环境，

剩余 40%留在丁环境。试问：（1）按照这种趋势转移下去，微量元素在各个区域中的最终

比例各是多少？（2）假定最初微量元素在各个区域中均衡分布，即各占 1/4，请问经过两

步转移之后（即经过 20 年后），各个区域的微量元素各占多少？ 

表 13-1-1 某微量元素的转移概率矩阵 

 甲 乙 丙 丁 

甲 0.30  0.20  0.30  0.20  
乙 0.15  0.40  0.20  0.25  
丙 0.20  0.20  0.30  0.30  
丁 0.10  0.20  0.30  0.40  

§13.2 逐步计算 

13.2.1. 转移概率矩阵的自乘运算 

首先，我们来观察转移概率矩阵如何逐步变化。将表 13-1-1 中的数据录入 Excel 中，使

得数据及其标志的分布范围为 A1:E5（图 13-2-1）。当然，不是说数据一定要这么分布，关

键在于后面的计算要与最初的矩阵所在的位置对应。 
与图 13-2-1 所示的单元格范围隔一行并且左对齐，选定一个单元格分布范围：A7:E11。

这个范围包括数据标志。矩阵所在的范围其实限于 B8:E11（图 13-2-2）。用鼠标选中 B8:E11，
使其变为蓝色，输入公式“=MMULT(B2:E5,$B$2:$E$5)”，然后同时按下 Ctrl 键和 Shift 键，
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回车（Enter 键），即可得到第一步运算结果（图 13-2-3）。 
 

 

图 13-2-1 转移概率矩阵的录入 
 

 
图 13-2-2 第一步运算的单元格范围和计算公式 

 
上面的公式也可以改为“=MMULT($B$2:$E$5, B2:E5)”。这一步是让最初的转移概率矩

阵 P 自乘，相当于 P*P。在矩阵乘法运算函数 mmult 后面的括号中，先后两次选中单元格

范围 B2:E5，中间用逗号隔开，其中一次选中 B2:E5 后，按功能键 F4，将相对单元格化为

绝对单元格（图 13-2-3）。 
 

 
图 13-2-3 第一步运算的结果 

 
完成了这一步之后，下面的计算就很简单了：我们所需要的唯一操作就是不断地复制和

粘贴。选中单元格范围 A7:E11，复制；在与 A7:E11 隔一行并且左对齐的地方，即单元格范

围 A13:E17，粘贴，即可得到经过两次转移后的结果。这一步相当于 P*P2（图 13-2-4）。 
在与 A13:E17 隔一行并且左对齐的地方，即单元格范围 A19:E23，粘贴，即可得到经过

三次转移后的结果。这一步相当于 P*P3。 
在与 A19:E23 隔一行并且左对齐的地方，即单元格范围 A25:E29，粘贴，即可得到经过

四次转移后的结果。这一步相当于 P*P4。 
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图 13-2-4 第二步和第三步运算的结果 

 
其余的计算步骤依此类推：自上而下，在左对齐并且隔一行的地方，不断地粘贴、粘贴，

直到出现稳定的分布为止（图 13-2-5）。稳定分布在第几步出现，取决于数据精度的要求。

如果保留小数点后 6 位，则粘贴第 7 次（经过 8 步转移）即出现稳定分布；如果提高数据精

度，要求保留小数点后面 7 位，则粘贴第 9 次（经过 10 步转移）出现稳定分布。 

 
图 13-2-5 最后的稳定分布 

 

13.2 2. 分布向量的计算 

假定最初各个区域的微量元素各占 25%，我们希望看到每经过一步转移之后，各个区

域的微量元素的分布比重，则可以按照如下方法计算。 
前面给出的图 13-2-1 所示的数据安排不变，在其旁边，如单元格 F2:I2，输入各区域微

量元素的初始比重，这个向量可以表示为 F=[1/4,1/4,1/4,1/4]（图 13-2-6）。 
 

 
图 13-2-6 计算一次转移后的分布比例 
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前面给出的图 13-2-2 和图 13-2-3 所示的计算过程和结果不变。选中单元格 F8:I8，输入

计算公式“=MMULT($F$2:$I$2,B2:E5)”，然后同时按下 Ctrl 键和 Shift 键，回车，便可得到

第一步运算结果，相当于 F*P（图 13-2-6）。 
选中单元格 F7:I8，复制，与 F 列左对齐，自上而下，每隔四行粘贴一次，一直往下粘

贴。也可以选中单元格 A7:I8，复制，与 A 列左对齐，自上而下，每隔一行粘贴一次，一直

往下粘贴，直到出现稳定分布为止。 
像这样，每粘贴一次，就得到转移一步之后的分布比重。下图是经过两次转移之后的各

区域的元素分布比重，亦即第一次粘贴的结果，相当于 F*P2（图 13-2-7）。 
 

 
图 13-2-7 计算二次转移后的分布比例 

 
最后，当转移概率矩阵接近于稳定分布前后，分布比重向量也进入稳定状态（图 13-2-8）。 

 

 
图 13-2-8 最后的稳定分布 

13.2.3. 快速计算 

前面的计算过程是逐步进行的。对于概率转移矩阵，计算序列可以表示为：P，P*P=P2，

P*P2=P3，…，P*Pn-1=Pn；对于分布向量，计算过程可以表示为：F*P，F*P2，F*P3，……，

F*Pn。可以看出，转移矩阵的幂次是 1，2，3，…，n，这是一个按照算术级数递增的过程。

按照这种方法的好处是，可以清楚地看到每一步转移的结果；缺点是，有时收敛很慢。如果

我们希望考察详细的演化过程，就应该采用这种方法。 
但是，有时候，我们并不需要看到每一步的过程，我们只需要知道大致的过程和最后的

结果。要是这样，则上述计算方法的效率就显得不高了。加快计算的方法其实很简单。对于

转移概率矩阵，在图 13-2-2 所示的计算中，将公式“=MMULT(B2:E5,$B$2:$E$5)”改为

“=MMULT(B2:E5,B2:E5)”；在图 13-2-6所示的计算中，将公式“=MMULT($F$2:$I$2,B2:E5)”
改为“=MMULT(B2:E5,B2:E5)”。总之，将绝对单元格改为相当单元格，其他的复制和粘贴

等处理方式不变。 
这样一来，计算序列可以表示为：P，P*P=P2，P2*P2=P4，P4*P4=P8，…；F*P，F*P2，

F*P4，F*P8，…。矩阵的幂次由算术级数上升转变为几何级数上升，概率分布会迅速收敛

到稳定结果（图 13-2-9）。 
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a 初始分布 

 
b 第一次计算 

 
c 第一次粘贴 

 
d 第二次粘贴 

图 13-2-9 快速计算的前四步 

§13.3 编程计算 

13.3.1. 编写程序的方法 

为了方便地利用 Excel 计算 Markov 链，可以通过调用“宏”里面的“Visual Basic 编辑

器”编写一段程序，据此建设一个自定义的专用函数 mmultm（函数的名称可以自己设计）。

下面介绍一下具体的操作步骤和应用方法。 
 
第一步，打开 VB 编辑器。沿着主菜单中的“工具（T）”→“宏（M）”→“Visual Basic

编辑器（V）”的路径，打开 Visual Basic（VB）编辑器（图 13-3-1）。VB 编辑器的页面可以

根据需要放大或者缩小（图 13-3-2）。 
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图 13-3-1 打开 Visual Basic 编辑器的路径 

 

图 13-3-2 Excel 的 Visual Basic 编辑器 
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第二步，打开工程资源管理器。在 Visual Basic 编辑器的窗口中沿着“视图（V）”→“工

程资源管理器（P）”的路径打开“工程资源管理器”（图 13-3-3）。 
 

 
图 13-3-3 打开工程资源管理器的路径 

 
第三步，选择模块。在“工程资源管理器”的窗口中检查是否存在“模块”，如果没有，

则在主菜单的“插入（I）”中选择“模块（M）”（图 13-3-4）。插入模块后，立即弹出一个

模块窗口（图 13-3-5）。 

 

图 13-3-4 插入模块的路径 
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如果已经有了模块，则需要在工程窗口中单击模块名称，这时模块就会弹出。不妨假定

以前没有建设模块，故模块编号为 1——模块 1 就是这个模块的名字（导出文件之后可以改

名）。如果已经存在模块了，它们就会按照一定的顺序自动编号。选择其中没有使用的一个

就行了。 

 

图 13-3-5 通用模块窗口 
 

第四步，编写程序。在选定的模块窗口中编写程序。录入时按照一定的格式，有些“表

达”会自动生成，我们只需根据提示进行选择。自定义函数命名为 mmultm，相应的程序内

容如下。这个计算程序由唐五湘、程桂枝编写的《Excel 在预测中的应用》（电子工业出版社，

2001），知识产权属于原作者。 
 

Function mmultm (A As Variant, col As Integer, m As Integer) As Variant 
Dim I, j, k, l 
Dim t, temp As Variant 
t = Array(col, col) 
temp = Array(col, col) 
t = A 
 
For k = 1 To m Step 1 
    temp = t 
    For I = 1 To col 
        For j = 1 To col 
           t(I, j) = 0 
           For l = 1 To col 
             t(I, j) = t(I, j) + temp(I, l) * A(l, j) 
           Next l 
        Next j 
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    Next I 
Next k 
mmultm = t 
            
End Function 

 
编写程序之后的模块窗口见下图（图 13-3-6）。如果程序事先已经编好、保存，则不必

再插入模块，直接从主菜单中沿着“文件（F）”→“导入文件（I）”的路径从所保存的文件

夹中导入模块即可。 
 

 

图 13-3-6 编写 Markov 链计算程序的模块窗口 
 

第五步，关闭（模块）－返回。编写或者导入文件之后，在主菜单中选择“文件（F）”
→“关闭并返回到 Microsoft Excel（C）”（图 13-3-7），然后就可以调用自定义函数 mmultm 了。 

 

 

图 13-3-7 关闭－返回的路径 
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13.3.2. 调用程序 

下面借助前述实例说明函数 mmultm 的用法，这个函数的应用格式为 mmultm(Array, col, 
m)。Array 为概率转移矩阵代表的数组所在的区位，在本例中为 B2:E5（图 13-2-1）；col 为
Array 数值数组的行、列数目——由于概率转移矩阵必为方阵，行列数目是相等的，本例为

四行、四列，即 col=4；至于 m，则是所求的幂指数减去 1，即有 m=n-1。 
现在假设我们要求 Pn=P4，即取 n=4，则应取 m=3（图 13-3-8）。在具体计算时，首先选

择一个与概率转移矩阵同样大小的区域（本例为 4×4）；然后在该区域中输入计算公式

“=mmultm(B2:E6,4,3)”。左手按住“Ctrl+Shift 键”，右手回车（Enter）即可得到所需计算

结果（图 13-3-9）。 
 

 
图 13-3-8 概率转移矩阵的四次函数表示 

 

 

图 13-3-9 概率转移矩阵的四次计算结果（m=3） 
 
在保留 5 位小数点的情况下，当 m=7，即计算到 P8 时，概率转移矩阵达到平衡。这意

味着，从当前算起，再经过 7 个时段，四个地理区域的上述化学元素转移进入平衡状态（图

13-3-10）。 
 

 

图 13-3-10 概率转移矩阵的七次计算结果（m=6） 
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概率转移矩阵达到平衡状态以后，再取 m>7 的任何数值，计算结果不变（图 13-3-11）。
当然，如果改变精度要求，结论就不一样了。例如，如果要保留小数点后面 8 位，则 m=11
才达到平衡状态。 

 

图 13-3-11 概率转移矩阵的达到平衡状态的小数表示（m=10） 
 

13.3.3. 问题与对策 

程序编写完成之后，可以通过 VB 编辑器的“工程－VBAProject”将其保存起来，以备

今后使用。方法是，打开“工程资源管理器（P）”，选择写有该程序的模块，按右键，再选

择“导出文件（E）”，将其导入指定的文件夹即可（图 13-3-12）。今后需要的时候，再通过

基于模块的右键菜单的“导入文件（I）”路径将其导入。如果没有插入模块，也可以通过

VB 编辑器主菜单的“文件（F）”→“导入文件（I）”路径将保存的模块导入进来（图 13-3-7）。 
 

 
图 13-3-12 工程资源管理器中导出文件的路径 

 
有时候，在 VB 编辑器中写好程序、返回 Excel 工作表之后，却不能得到 Markov 链的计



研究生地理数学方法（实习）            Part1   电子表格 Excel 

 290

算结果。如果系统没有任何提示，则可能的原因的是 Excel 的“宏”的安全性设置太高。解

决的办法如下。 
第一步，修改安全性。从主菜单出发，沿着“工具（T）→宏（M）→安全性（S）…”

的路径打开“安全性”对话框（图 13-3-1）。然后，将“安全级（S）”由“高”改为“中”，

确定（图 13-3-13）。 
 

 
图 13-3-13 宏的安全性对话框 

 
第二步，重启 Excel。关闭 Excel 文件，然后重新打开，这时会弹出“安全警告”对话

框，选择“启用宏（E）”（图 13-3-14）。 
 

 
图 13-3-14 启用宏的对话框 

 
在某些情况下，操作混乱也会引起一些计算过程的麻烦。举例说来，运用自定义函数

mmultm，确定之后弹出“发现二义性的名称”之类的警示（图 13-3-15）。这意味着工程资

源管理器中出现了两个内容完全相同的模块。这时自定义函数不能运行，无法运算。解决的

办法之一是移除内容冲突的模块，办法之二是修改其中一个的函数命名，例如将 mmultm 改
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为 mmultn。总之不能出现两个函数名称完全一样的模块。 

 
图 13-3-15 模块内容冲突的提示 

 
其实，只要熟练地掌握了 Markov 矩阵的逐步计算方法，可以不必编写 VB 程序。Excel

这个软件的最大功能之一就是数值“拷贝”。利用 Excel 的自我拷贝功能和绝对单元格与相

对单元格的转换关系，可以方便地开展很多迭代运算。因此，在转移矩阵阶数不是很大的情

况下，直接拷贝计算 Markov 链就行了。 
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第 14 章 R/S 分析 

R/S 分析是非线性时间序列分析的一种基本方法。所谓 R/S 分析，实际上就是重新标度

的极差分析（rescaled range analysis），简称重标极差分析。给定一个时间序列，计算出代表

增长率或者衰减率的差分。然后，计算出对应于不同时滞的极差（R）和标准差（S），并且

求出二者的比值（R/S）。如果极差与标准差的比值随时滞而呈现出幂律分布的趋势，则幂指

数就是所谓的 Hurst 指数，据此可以判断时间序列暗示的系统演化趋势。时间序列的 Hurst
指数也可以通过功率谱分析估算，理论上谱指数与 Hurst 指数之间存在严格的数学关系。在

时间序列足够长的时候，利用谱分析间接估计 Hurst 指数更为便捷。但是，当时间序列的样

本路径不长的时候，只能采用 R/S 分析技术直接计算。 
【例】1996 年以来中国人均耕地的变化趋势分析。数据来源于国土资源部历年的公报

以及《中国统计年鉴》公布的人口和耕地资料。 

§14.1 Hurst 指数的基本步骤 

14.1.1 R/S 值的计算 

第一步，录入数据，计算时间序列的差分。R/S 分析实际上都是针对变化率进行的，即

基于时间序列 xt 的差分序列计算自相关系数。用下一年的数值减去上一年的数值，就得到差

分序列 Δxt=xt-xt-1（图 14-1-1）。人均耕地面积的变化率数值一共 10 个，分别对应的是 1996
－1997 年、1997－1998 年、…、2005－2006 年。 

 

 
图 14-1-1 中国人均耕地面积的及其差分序列（1996－2006） 

 
第二步，计算差分序列的均值序列。在 E3 单元格中输入公式“=AVERAGE($D$3:D3)”，

回车，得到第一个平均值-0.02（图 14-1-2）。将鼠标光标指向 E3 单元格的右下角，待其变

为细小黑十字型填充柄，双击或者下拉，得到全部的平均值（图 14-1-3）。 
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图 14-1-2 计算差分序列相应于不同时滞的均值 

 
如果采用公式表示上述计算过程，则相应于不同时滞（τ）的各步分别是 

1=τ : 02.01 −=〉〈ξ . 

2=τ : 015.0)01.002.0(
2
1

2 −=−−=〉〈ξ . 

3=τ : 017.0)02.001.002.0(
3
1

3 −=−−−=〉〈ξ . 

…… 
其余计算依此类推。式中 τ代表时滞，<ξ>表示均值。 
 

第三步，计算差分序列的标准差序列。在 F3 单元格中输入公式“=STDEVP($D$3:D3)”，
回车，得到第一个标准差 0（图 14-1-3）。将鼠标光标指向 F3 单元格的右下角，待其变为细

小黑十字，双击或者下拉，得到全部的标准差值（图 14-1-4）。 

 
图 14-1-3 计算差分序列相应于不同时滞的标准差 

 
如果采用公式表示上述计算过程，就是 

1=τ : 0)00(
1
1)()1( 22

11 =−=〉〈−= ξξS . 
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2=τ :  

005.0])015.001.0()015.002.0[(
2
1

])()[(
2
1)2(

22

2
22

2
21

=−+−=

〉〈−+〉〈−= ξξξξS
. 

3=τ :  

0047.0

])0167.002.0()0167.001.0()0167.002.0[(
3
1

])()()[(
3
1)3(

222

2
33

2
32

2
31

=

−+−+−=

〉〈−+〉〈−+〉〈−= ξξξξξξS

. 

其余计算依此类推，全部结果如图 14-1-4 所示。 

 
图 14-1-4 相应于不同时滞的均值和标准差序列 

 
第四步，计算差分序列的累计离差和极差序列。这一步的计算过程要繁琐一些。首先，

考虑时滞 τ=1 的情况。非常简单，累计离差和极差都是 0。不过，为了说明计算过程的规律，

我们还是给出具体的步骤。在 I3 单元格中输入公式“=D3-$E$3”，回车得到离差 0；在 J3
单元格中输入公式“ =I3 ”，回车得到累计离差 0 ；在 G3 单元格中输入公式

“=MAX(J3)-MIN(J3)”，回车得到极差 R(1)=0（图 14-1-5）。表示为公式就是 

1=τ : 002.002.0)1,1( 11 =−=〉〈−= ξξX .  

000)1( =−=R . 

式中 X 表示累计离差，R 表示极差。 
当时滞 τ=2 的时候，计算过程如下。在 K3 单元格中输入公式“=D3-$E$4”，回车得到

第一个离差-0.05；然后抓住 K3 单元格的右下角下拉至 K4 单元格，得到第二个离差 0.05。
在 L3 单元格中输入“=K3”，回车得到第一个累计离差-0.05；在 L4 单元格中输入公式

“ =K4+L3 ”，回车得到第二个累计离差 0 。最后，在 G3 单元格中输入公式

“=MAX(L3:L4)-MIN(L3:L4)”，回车得到第二个极差 0.05（图 14-1-5）。上述过程表示为公

式就是 

2=τ : 005.0015.002.0)2,1( 21 =−=〉〈−= ξξX ; 
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0)015.001.0(005.0)()2,1()2,2( 22 =−+=〉〈−+= ξξXX ; 

005.00005.0)2( =−=R . 

 
图 14-1-5 计算累计离差和极差的第一步和第二步（注意图中隐藏了几列） 

 
当时滞 τ=3 的时候，计算方法如下。在 M3 单元格中输入公式“=D3-$E$5”，回车得到

第一个离差-0.0033；然后抓住 M3 单元格的右下角下拉至 M5 单元格，得到第二和第三个离

差。在 N3 单元格中输入“=M3”，回车得到第一个累计离差-0.0033；在 N4 单元格中输入公

式“=M4+N3”，回车得到第二个累计离差 0.0033；接下来，双击 N4 单元格右下角，或者抓

住 N4 单元格的右下角下拉至 N5 单元格，得到第三个累计离差 0。最后，在 G4 单元格中输

入公式“=MAX(N3:N5)-MIN(N3:N5)”，回车得到第三个极差 0.0067（图 14-1-6）。上述过程

表示为公式就是 

3=τ : 0033.00167.002.0)3,1( 31 =−=〉〈−= ξξX ; 

0033.0)0167.001.0(0033.0)()3,1()3,2( 32 −=−+=〉〈−+= ξξXX ; 

0)0167.002.0(0033.0)()3,2()3,3( 33 =−+−=〉〈−+= ξξXX . 

0067.0)0033.0(0033.0)3( =−−=R . 
其余的计算依次类推，不赘述。不过，为了读者更好地理解计算思路，最后说明一下时滞为

10 的情况。通过这一步，可以清楚地看出离差、累计离差和极差是如何计算出来的。 
 

 

图 14-1-6 计算累计离差和极差的第三步 
 
假定图 14-1-4 所示的数据分布和计算结果没有改变，当时滞 τ=10 的时候，计算方法如
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下。在 AA3 单元格中输入公式“=D3-$E$12”，回车得到第一个离差 0；然后抓住 AA3 单元

格的右下角下拉至 AA12 单元格，得到全部的离差值。在 AB3 单元格中输入“=AA3”，回

车得到第一个累计离差 0；在 AB4 单元格中输入公式“=AA4+AB3”（图 14-1-7），回车得到

第二个累计离差 0.01；接下来，双击 AB4 单元格右下角，或者抓住 AB4 单元格的右下角下

拉至 AB12 单元格，得到全部累计离差——从第一个到第十个。最后，在 G12 单元格中输

入公式“=MAX(AB3:AB12)-MIN(AB3:AB12)”（图 14-1-8），回车得到最后一个极差 0.03。 
 

 
图 14-1-7 计算累计离差的最后一步（第十步） 

 

 
图 14-1-8 计算最后一个极差值 

 
将上述第十步的计算过程用数学公式表示出来，可以得到一长串表达式： 

10=τ : 002.002.0)10,1( 101 =−=〉〈−= ξξX ; 

01.0)02.001.0(0)()10,1()10,2( 102 −=−+=〉〈−+= ξξXX ; 

01.0)02.002.0(01.0)()10,2()10,3( 103 −=−+−=〉〈−+= ξξXX ; 

01.0)02.002.0(01.0)()10,3()10,4( 104 −=−+−=〉〈−+= ξξXX ; 
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01.0)02.002.0(01.0)()10,4()10,5( 105 −=−+−=〉〈−+= ξξXX ; 

0)02.003.0(01.0)()10,5()10,6( 106 =−+−=〉〈−+= ξξXX ; 

02.0)02.004.0(0)()10,6()10,7( 106 =−+=〉〈−+= ξξXX ; 

02.0)02.002.0(02.0)()10,7()10,8( 107 =−+=〉〈−+= ξξXX ; 

01.0)02.001.0(02.0)()10,8()10,9( 108 =−+=〉〈−+= ξξXX ; 

0)02.001.0(01.0)()10,9()10,10( 109 =−+=〉〈−+= ξξXX . 

03.0)01.0(02.0)10( =−−=R . 
完成极差 R(τ)的计算过程之后，R/S 分析过程中最为麻烦的数学处理就结束了。 

第五步，计算 R/S 序列。有了上面的计算结果，不难计算极差 R(τ)和相应的标准差 S(τ)
的比值。在 H3 单元格中输入公式“=G3/F3”，得到第一个极差与标准差的比值。由于是 0/0，
Excel 给出除数为 0 的标志“#DIV/0!”。双击 H3 单元格的右下角，或者抓住其右下角下拉，

得到全部的 R/S 值（图 14-1-9）。容易看出，其中第一个数据点是一个例外，不可能参与计

算。R/S 分析是从第二个 R/S 数据点开始的，相应地，时滞的起点也是 2。 
 

 
图 14-1-9 极差与标注差比值的计算结果 

 
图 14-1-10 极差与标注差比值的计算结果 
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为了下一步的处理方便，我们通过“复制－选择性粘贴—粘贴数值”的途径对图 14-1-9
所示的数据进行一番整理——粘贴之后删除不必要的行和列（图 14-1-10）。我们最终需要了

解的是极差和标准差比值 R/S 与时滞 τ的数学关系及其参数估计结果。 

14.1.2 Hurst 指数的计算 

R/S 分析的前提是算出 Hurst 指数，据此估计差分序列的自相关系数。为简明起见，不

妨将年份表示为时滞即时序重标的长度 τ。然后，以 τ 为自变量，以 R(τ)/S(τ)为因变量，拟

合如下幂指数关系 

HkSR )
2

()(/)( τττ = ,                          (14-1-1) 

式中 H 为 Hurst 指数，k 为比例系数。只要这个关系成立，就可以开展 R/S 分析，否则研究

对象不适宜于 R/S 分析，必须考虑放弃。 
首先画出时滞－R/S 值的坐标图，观察点列分布是否是对数线性的，即在双对数坐标图

上具有直线分布趋势。只要散点表现为直线分布趋势，我们的 R/S 分析就可望成功。如图

14-1-10 所示，以第 A 列的时滞为横轴，以第 G 列的 R/S 值为纵轴，作散点图，并且添加趋

势线，在趋势线中选择乘幂“（W）”，要求显示公式和 R 平方值，结果如图 14-1-11 所示。

R/S 值与时滞的幂指数关系如下 

7487.07487.0 )
2

(9982.05941.0)(/)( ττττ ==SR , 

拟合优度 R2=0.9358。式中的幂指数就是我们需要的 Hurst 指数 H=0.7487。可见，R/S 分析

可以帮助我们在貌似没有规则的数据序列中找到标度关系，即数据重标后的标度律。 
 

y = 0.5941x0.7487

R2 = 0.9358

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

0 2 4 6 8 10 12

时滞

R
/
S
值

 
图 14-1-11 R/S 值与时滞的关系（常规刻度） 

 
要想明确显示 R/S 值与时滞之间的对数线性关系，可以将坐标图中的坐标刻度改为对数

刻度（图 14-1-12）。 
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y = 0.5941x0.7487

R2 = 0.9358

1

10

1 10

时滞

R
/
S
值

 
图 14-1-12 R/S 值与时滞的关系（对数刻度） 

§14.2 自相关系数和 R/S 分析 

14.2.1 R/S 值分析的依据 

Hurst 指数的数学含义可以通过它与差分序列 Δxt=xt-xt-1 的自相关系数的关系体现出来。

差分序列的自相关系数可以表作 

12 12 −= −H
tR .                            (14-2-1) 

式中 H 为 Hurst 指数，Rt为差分序列的一阶自相关系数。我们知道，自相关系数值必在-1～
1 之间，即有-1≤Rt≤1。由此可以判断，H 值必在 0～1 之间，即有 0≤H≤1。如果计算的 H 值

大于 1，就会出现 Rt>1 的情况，暗示着计算过程出现某种失误。 
一个时间序列的差分表示的是事物随时间的变化率——增长率或者衰减率。由于衰减

率可以视为负增长率，故可将变化率视为广义的“增长率”。 
从式（14-2-1）可以看出： 
当 H=0.5 时，Rt=0，表明时间序列差分的自相关系数为 0，即时间序列前后的变化无关。

此时 x(t2)-x(t1)与 x(t3)-x(t2)在概率意义上没有关联，即无后效性。 
当 H>0.5 时，Rt>1，表明时间序列差分的自相关系数大于 0，即时间序列的变化前后正

相关。这种序列具有持久性：过去的一个增量意味着未来的一个增量，过去的一个减量意味

着未来的一个减量。 
当 H<0.5 时，Rt<0，表明时间序列差分的自相关系数小于 0，即时间序列的变化前后负

相关。这种序列具有反持久性：过去的一个增量意味着未来的一个减量，过去的一个减量意

味着未来的一个增量。 
总而言之，当 H=1/2 时，时间序列反映的事物变化率没有“记忆”；当 H≠1/2 时，我们

说时间序列的变化率具有长程记忆性。 

14.2.2 序列变化的自相关分析 

如前所述，根据回归结果，我们得到 Hurst 指数 H=0.7487>0.5。由此可以判断：中国人
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均耕地面积的衰减率是长程正相关的，过去的下降意味着未来的继续下降。根据 Hurst 指数

的数理意义可知，过去的 11 年的衰减趋势意味着未来的继续衰减趋势。因此，至少在今后

的大约 10 年之内，中国人均耕地面积衰减率还是要衰减下去。 
如前所述，Hurst 指数等价于一次差分的一阶自相关系数。计算 Hurst 指数 H 之后，就

可以非常方便地算出自相关系数 Rt。对于本例，H=0.7487，代入式（14-2-1）立即得到 

4116.012 17487.0*2 =−= −
tR . 

可见，代表变化率的时间序列差分存在正的自相关性：过去的减少意味着未来的继续减少。 
由于样本路径较短，如果我们采用原始数据直接计算自相关函数，则结果可能误差较大。

利用衰减率数据计算自相关函数 ACF，结果表明，一阶自相关函数为 0.375。其实，最便捷

的方式是采用最小二乘法借助自回归分析估计自相关系数。令 yt=xt-xt-1 表示人均耕地面积的

差分序列。整理数据，使得数据按照图 14-2-1 所示排列。然后，以 yt-1 为横轴，以 yt 为纵轴，

画出散点图，并且添加趋势线。添加趋势线的过程中，选择显示公式和 R 平方值，则看得

到如下线性自回归模型 

ttt eyy +−= −− 0108.04355.0 11 , 

这里 et 表示残差（图 14-2-1）。自回归系数为 C=0.4355，相关系数平方为 R2=0.1633，因此

R=0.4041。理论上，对于一阶自回归，应当有 R=C。由于计算误差，二者存在差值。由此可

以判断，实际的自相关系数应该介于 0.4041～0.4355 之间。前述 R/S 分析得到的自相关系数

Rt=0.4116 正好落入 0.404 到 0.4355 之间。 
 

 
图 14-2-1 人均耕地差分序列的整理和重排 

 
在精度要求不高的情况下，采用上述方法估计自相关系数非常方便。根据经验，自相关

系数一般落入回归分析的相关系数和自回归系数（斜率）之间。不过，这种方法并非总是有

效。为了安全起见，在数据量不大的情况下，最好还是借助 R/S 分析方法解决问题。 
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yt= 0.4355yt-1-0.0108

R2 = 0.1633

-0.045

-0.04

-0.035

-0.03

-0.025

-0.02

-0.015

-0.01

-0.005

0
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y t

差分yt

线性 (差分yt)

 
图 14-2-2 基于最小二乘法的人均耕地差分序列自回归图式 

 
 

上面举出实例非常简单，系统演化的背景我们也比较清楚。如果将 R/S 方法用到我们并

不清楚的问题上面，则可望预测研究对象的发展趋势并进而揭示其发展的动力机制。不过，

当时间序列较长的时候，利用 Excel 计算将会非常繁琐，并且容易出错。解决问题的办法是，

模仿上述计算过程，借助简明的实例在 Excel 里反复练习，掌握 R/S 分析的计算规律。搞清

原理之后，就可以借助有关数学软件编程计算。当然，利用 Excel 的 Visual Basic 编程功能，

可以开发出 R/S 分析的自定义函数。 
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第 15 章 线性规划求解（实例） 

Excel 具有规划求解的基本功能，包括线性规划和非线性规划。对于常规的线性规划问

题，Excel 就可以给出求解结果。对于比较复杂的问题，那就需要用到较难掌握的数学软件

如 Matlab 了。不过，现实中出现的大多数线性规划问题，在 Excel 中就可完成计算任务。

利用 Excel 求解规划问题有点繁琐，但也不难掌握。下面以几个简单的实例说明其应用方法。

这些例子包括工业问题、农业问题、建筑业问题、运输业问题和区位选择问题。规划类型包

括普通线性规划、整数规划和 0－1 规划。希望读者能够举一反三，将其推广到多变量的情

形。 

§15.1 实例分析 1——工业问题 

某工厂生产 A、B 两种产品。生产每一吨产品所需要的劳动力和煤、电消耗以及创造的

收益如下表所示（表 23-2-1）。 

表 15-1-1 某工厂的生产情况 

产品品种 劳动力 
（个，按工作日计算） 

煤 
（吨） 

电 
（千瓦） 

单位产值 
（万元） 

A（x1） 3 9 4 7 
B（x2） 10 4 5 12 
限量 300 360 200 f 

问题来源：左忠恕编写．《怎样求最佳点》．上海：上海科学技术出版社，1980． 
  

现因某种条件限制，该厂仅有劳动力 300 个，煤 360 吨，供电局只供给 200 千瓦的电。

试问：该厂生产 A 产品和 B 产品各多少吨，才能保证创造最大的经济产值？ 
这是一个最大收益问题，建模思路如下。设该厂生产 A 产品 x1 吨，生产 B 产品 x2吨。

于是根据表 15-1-1 中提供的数据信息可以建立如下规划模型： 

目标函数：  21 127max xxf +=           

约束条件：  

0,
20054
36049
300103 s.t.

21

21

21

21

≥
≤+
≤+
≤+

xx
xx
xx
xx                

 

于是有如下矩阵 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

12
7

c , ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

2

1

x
x

x , 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

54
49

103
A , 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

200
360
300

b . 

容易看到，上述模型表为矩阵形式便是： 
目标函数为 
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[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
==

2

1127)(max    
x
x

xcxf T  

约束条件为 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

≥⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=≤

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

0

200
360
300

54
49

103

    s.t.

2

1

x
x

x

bAx
 

下面是利用 Excel 求解规划结果的详细步骤： 
 
第一步，录入数据，定义有关单元格 
在 Excel 中，将有关数据资料按一定的规范录入，最好按照资料表格录入（图 15-1-1）。

其中单元格 B3、B4 中的数值为预设的迭代初始值（相当于 x1(0)=1，x2(0)=1），当然可以设

为其他数值（如 x1(0)=0，x2(0)=1）。 

 
图 15-1-1 录入数据并预设迭代初始值 

 
接着是定义单元格，方法与步骤如下： 
⒈ 定义目标函数 
在 F6 单元格中输入公式“=F3*B3+F4*B4”，回车，这相当于建立目标函数公式 

21 127)( xxxf +=  

⒉ 定义约束条件 
在 C6 单元格中输入公式“=B3*C3+B4*C4”，回车；在 D6 单元格中输入公式

“=B3*D3+B4*D4”，回车；在 E6 单元格中输入“=B3*E3+B4*E4”，回车。如果想一步到

位，则可在 C6 单元格中输入公式“=$B$3*C3+$B$4*C4”（即在选中 B3、B4 单元格时，先

后按功能键 F4），回车以后，用鼠标指向 C6 单元格的右下角，待光标变成细小黑十字，揿

住左键，右拖至 E6 单元格——如果拖到 F6 单元格，则连目标函数也一并定义了，前面定

义目标函数的步骤可以省略。这几步相当于输入约束条件左半边 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+
+
+

21

21

21

54
49
103

xx
xx
xx

 

定义完毕以后，数据表给出了基于初始值（x1(0)=1，x2(0)=1）结果（图 15-1-2）。当然，如

果初始值的设置不同，结果也会不同，但只要计算结果收敛，就不影响最终求解答案。 
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图 15-1-2 定义过单元格后的数据表 

 
第二步，规划选项 
沿着主菜单的“工具→规划求解”路径打开“规划求解参数”对话框（图 15-1-3），进

行如下设置。 
⒈ 将光标置入“设置目标单元格”对应的文本框中，再用鼠标选中 F6 单元格，这相

当于将目标函数公式导入。 
⒉ 在下面的最大值、最小值等选项中，默认“最大值(M)”——因为本题是寻求最大

收益。 
⒊ 将光标置于“可变单元格”对应的文本框中，用鼠标选中 B3:B4 单元格，这相当于

令 B3 为 x1，B4 为 x2。 

 
图 15-1-3 规划求解参数对话框 

 
⒋ 接下是添加约束条件：点击图 15-1-3 中的添加（A）按钮，弹出“添加约束”对话

框，将光标置于“单元格引用位置”对应的文本框，用鼠标选中 C6 单元格；中间的小于等

于号（<=）不变；再将光标置于“约束值”文本框，用鼠标选中 C5 单元格（图 15-1-4）。
点击“添加(A)”。这一步相当于表达式 

300106 21 ≤+ xx . 
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图 15-1-4 添加约束第一步 
 
重复上述操作，分别在添加约束对话框的有关文本框位置设置 D6 单元格、小于等于号

<=，以及 D5 单元格（图 15-1-5）。点击“添加”。这一步相当于公式 

36049 21 ≤+ xx . 

 

图 15-1-5 添加约束第二步 
 
第三次重复上述操作，分别在有关位置设置 E6 单元格、小于等于号<=，以及 E5 单元

格（图 15-1-6）。点击“添加”。这一步相当于公式 

20054 21 ≤+ xx . 

 

图 15-1-6 添加约束第三步 
 
第三次重复上述操作，将光标置于“单元格引用位置”对应的文本框，用鼠标选中 B3

单元格；中间的小于等于号（<=）改为大于等于号（>=）。大于等于号的调用方法是：在添

加约束条件的选项框中，用鼠标指向中间栏目下向三角符号 ，从下拉选项单中选择大于等

于号。再将光标置于“约束值”文本框，输入 0 或者选中 B5 单元格（图 15-1-7）。点击“添

加”。这一步相当于录入 

01 ≥x . 

 

图 15-1-7 添加约束第四步 
 
第三次重复上述操作，分别在有关位置设置 B4 单元格，大于等于号>=，以及 0 或者

B5 单元格（图 15-1-8）。点击“确定”按钮。这一步相当于录入公式 

02 ≥x . 
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图 15-1-8 添加约束第五步 
 

全部设置完毕并点击“确定”按钮之后，得到对话框的各项内容如下（图 15-1-9）。如

果打开“选项”对话框，还有更多的参数可以设置，不过对于简单的规划求解（如本例），

那些选项暂时用不到。 

 
图 15-1-9 设置完毕以后的规划求解参数对话框 

 
第三步，输出结果 
在图 15-1-9 所示的对话框中，点击“求解”按钮，随机弹出“规划求解结果”选项框。

若想知道详细的求解情况，可以选中“报告(R)”中的三个报告名称（图 15-1-10）。 

 

图 15-1-10 规划求解结果对话框 
 
点击图 15-1-10 所示的“确定”按钮，立即得到求解结果（图 15-1-11）。结果表明：生

成 20 吨 A 产品，24 吨 B 产品，可使收益最大，最大收益为 428 万元。 
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图 15-1-11 规划求解结果 

 
根据前面的要求，给出了三个求解报告，包括：运算结果报告、敏感性报告和极限制报

告（图 15-1-12－图 15-1-14）。运算结果报告的目标单元格终值给出了最大收益值 428 万元；

可变单元格终值给出了 A、B 两种产品的最佳生产数量 20 吨和 24 吨；约束条件表明，劳动

力和电的使用均已达到限制值，而煤没有用完，富余 84 吨（图 15-1-12）。 
 

 
图 15-1-12 运算结果报告 

 
从敏感性报告可以看出，三个约束条件中，煤没有用完，煤供应量敏感性最差，拉格朗

日乘数为 0——增加或者减少单位煤的供应量，对规划结果没有影响；劳动力供应量的敏感

性较高，拉格朗日乘数为 0.52，增加或者减少单位劳动力的供应量对最终规划结果稍有影响；

电供应量的敏感性最高，拉格朗日乘数为 1.36，增加或者减少单位电的供应量对最终规划结

果有明显影响（图 15-1-13）。 
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图 15-1-13 敏感性报告 
 
从极限值报告可以看出，两种产品生产量及其收益的下限为 0，下限为规划结果——分

别为 20 吨和 24 吨。如果不生产 A 产品，仅仅生产 24 吨 B 产品，则最终收益为 288 万元；

如果不生产 B 产品，仅仅生产 20 吨 A 产品，则最终收益为 140 万元（图 15-1-14）。 
 

 
图 15-1-14 极限值报告 

   
至此可知，对于这家工厂而言，应该生产 x1=20 吨 A 产品，x2=24 吨 B 产品。这样，该

厂可以得到 fmax=7×20＋12×24＝428 万元的收入（毛收入）。 
 

第四步，进一步的运算 
假定其他条件不变，增加一个单位的劳动力——将图 15-1-2 所示的 C5 单元格中的 300

改为 301，重复上述规划求解过程。可以看出：每增加 1 个劳动力，可以多得 0.52 万元的收

入，亦即多一个人可以增加 428.52-428=0.52 万元的收入（图 15-1-15a）；相反，在其他条件
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不变的情况下，减少一个单位的劳动力——将图 15-1-2 所示的 C5 单元格中的 300 改为 299，
重复上述规划求解过程，则可以发现：每减少 1 个劳动力，将会减少 0.52 万元的收入，亦

即少一个人将会减少 428-427.48=0.52 万元的收入（图 15-1-15a）。比较可知，这增、减的数

值正是敏感值报告中的劳动力对应的拉格朗日乘数。据此可以判断，一个劳动力的影子价格

为 0.52 万元，即 5200 元。 

 
a 增加一个劳动力 

 
b 减少一个劳动力 

图 15-1-15 增、减一个劳动力对规划结果的敏感性影响为 0.52 
 

假定其他条件不变，增加或者减少一个单位的煤——将图 15-1-2 所示的 D5 单元格中的

360 改为 361 或者 359，重复上述规划求解过程。可以看到：总收入没有任何改变，亦即增

减 1 吨煤可以增加或者减少的收入为 0 万元（图 15-1-16）。比较可知，这增加或者减少的数

值正是敏感值报告中的煤对应的拉格朗日乘数。 

 
a 增加一份煤 

 
b 减少一份煤 

图 15-1-16 增、减一吨煤对规划结果的敏感性影响为 0 
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假定其他条件不变，增加或者减少一个单位即 1 千瓦的电——将图 15-1-2 所示的 E5 单

元格中的 200 改为 201 或者 199，重复上述规划求解过程。可以看到：总收入将会增加或者

减少 1.36 万元（图 15-1-17）。比较可知，这改变的数值正是敏感值报告中的电对应的拉格

朗日乘数。 

 
a 增加一份煤 

 
b 减少一份煤 

图 15-1-17 增、减一千瓦的电对规划结果的敏感性影响为 1.36 

§15.2 实例分析 2——农业问题 

某农场有 100 亩土地，准备种植甲、乙两种作物。单位土地种植不同的作物需要消耗

的劳动力、资金和经济收益情况如下表（表 15-2-1）。假定该农场只能提供 200 个劳动日和

9000 元生产资金；而种植甲作物每亩可得 450 元的纯收益，而种植乙作物可得 500 元的纯

收益。试问：应该如何在这 100 亩土地上配置两种作物才能使得纯收益达到最大？ 
 

表 15-2-1 某农场的生产情况 

产品种类 土地 劳动力 
（个/亩，按工作日计算） 

资金 
（元/亩） 

纯收益 
（元/亩） 

甲 x1 1 100 450 
乙 x2 3 80 500 
限量 100 亩 200 个劳动日 9000 元 f 

 
这依然是一个最大收益问题，建模思路如下。设该农场生产种植甲作物 x1 亩，种植乙

作物 x2 亩。根据表 15-2-1 中提供的数据信息可以建立如下模型： 

目标函数：  21 500450          max xxf += , 



研究生地理数学方法（实习）            Part1   电子表格 Excel 

 311

约束条件：   

0,
900080100
2003
100                 s.t.

21

21

21

21

≥
≤+
≤+
≤+

xx
xx
xx
xx

. 

模型中的参数可用矩阵表示 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

500
450

c ， ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

2

1

x
x

x ，

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

80100
31
11

A ，

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

9000
200
100

b  

可见，上述模型表为矩阵形式如下。 
目标函数为 

[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
==

2

1500450)(max    
x
x

xcxf T  

约束条件为 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

≥⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=≥

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

0

9000
200
100

80100
31
11

    s.t.

2

1

x
x

x

bAx
 

在 Excel 上实现上述规划求解的步骤与例 1 大同小异。唯一不同之处，本例中的可变单

元格同时也代表约束条件。数据的排列方式与上例相同（图 15-2-1）。当然可以采用其他方

式，总之要使定义变量来得方便为准。 
根据我们的数据分布位置，在 B6 单元格中输入“=B3+B4”，回车；在 C6 单元格中输

入“=$B$3*C3+$B$4*C4”，回车。用鼠标指向 C6 单元格的右下角，待光标变成细小黑十字，

按住鼠标左键，右拖至 E6 单元格。这样，连同目标函数和约束条件一起完成定义（图 15-2-1）。 
 

 
图 15-2-1 的数据和定义过单元格（例 2） 

 
在设置规划求解参数对话框时，对应于目标函数仍然“最大值(M)”。添加的约束条件的

方法与上例基本相同（图 15-2-2）。 
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图 15-2-2 设置完毕以后的规划求解参数对话框（例 2） 

 
一点区别是，添加 x1≥0 和 x2≥0 时，限制值最好用 0 直接表示（图 15-2-3）。 

 

图 15-2-3 添加求最小值吨约束条件 
 
确定之后，全部的求解结果如下（图 15-2-4－15-2-7）。基本的答案在初步计算结果中

即可看到（图 15-2-4）。 

 
图 15-2-4 规划求解结果（例 2） 

 
结果表明，甲、乙两种作物各种植 50 亩，可以使得收益最大，最大收益为 4750 元。 
从敏感性报告可以看出，本例最敏感的约束条件是劳动力，如果不增加劳动力，改变其

他约束条件对规划结果没有影响。在其他条件不变的情况下，每减少一个劳动力，总收入将

会减少 63.636 元；每减少一份资金，总收入减少 3.864 元。由于土地本身既是可变量又是约

束量——一身兼两职，故它对应的拉格朗日乘数含义不明显。 
其他内容的解读与上例相似。 
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图 15-2-5 例 2 的运算结果报告 

 

 

图 15-2-6 例 2 的敏感性报告 
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图 15-2-7 例 2 的极限值报告 

 

§15.3 实例分析 3——建筑业问题 

假定一个城市的某区要建设一批家庭住宅楼，楼层设想为 6 层和 9 层两类。现有可用土

地 6 公顷，建设资金至多能够投入 3.6 亿元，容积率限定为 1.15。经过估算，土地购置费、

管理销售等的费用大约需要 2.35 亿元，即至多有 1.25 亿元的资金用于楼房建设。并且设想，

9 层楼房的房间更为宽绰。预算表明，6 层楼房的平均单方造价是 1650 元/平方米，6 层楼房

的平均单方造价是 1950 元/平方米；6 层楼房的平均单方售价是 7000 元/平方米，9 层楼房

的平均单方造价是 7500 元/平方米。以上全部按照建筑面积计算，各种数据及其关系列表如

下（表 15-3-1）。在这种情况下，请问开发商应该分别拿出多少土地用于建筑 6 层和 9 层楼

房，才能获得最高收益？最终毛收益和利润各是多少？ 
 

表 15-3-1 某小区住宅楼房建设情况预算简表 

楼房类型 地面建筑面积 总面积限制 单方造价与投入 单方售价与收益

6 层 x1 (m2) 6x1/60000 1650 元/m2 7000 元/m2 
9 层 x2 (m2) 9x2/60000 1950 元/m2 7500 元/m2 

总量约束 x1+x2 1.15 125,000,000 元 f 
 
这是一个非常简单的线性规划问题。首先，假设拿出 x1 平方米的土地建设 6 层住宅，

拿出 x2 平方米的土地建设 9 层住宅，则我们可以根据单方售价预算确定如下收益函数 

21 9*500,76*000,7 xxf += . 

我们的目标是收益最大化。实现这个目标的约束条件有两个：一是资金，二是容积率。总的

资金投入预算是 1.25 元，这是最高限额，不论楼房怎么建设，所用资金不能超过这个数目。

因此，根据单方造价，应有如下不等式 

000,000,1259*950,16*650,1 21 ≤+ xx . 

另外，总的土地投入是 6 公顷，即宗地面积为 60,000 平方米。根据容积率（容积率=建筑面
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积/宗地面积=建筑基底面积*层数/宗地面积）的限定，应该有如下不等式 

15.1
000,60

96 21 ≤
+ xx

或 000,69000,60*15.196 21 =≤+ xx . 

最后，土地的投入量不得为负数，即有 

0≥jx . 

整理上面的四个式子，得到如下线性规划模型 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
≤+

≤+

+=

0,
000,6996

000,000,125550,17900,9
           s.t.

500,67000,42         max

21

21

21

21

xx
xx

xx
xxf

. 

在 Excel 上实现上述规划求解的步骤与前面两个例子大体相似。不过，本例中的目标函

数和约束函数的表达更为复杂一些。数据的排列方式与上例相似（图 15-3-1）。根据数据分

布范围，在 E6 中定义目标函数如下：“=B3*C3*E3+B4*C4*E4”。这相当于给出式子 

21 9*500,76*000,7 xxf += . 

两个约束函数定义如下。在 C6 单元格中输入“=B3*C3+B4*C4”，这相当于给出函数 

21 96 xx + ; 

在 D6 单元格中输入“=B3*C3*D3+B4*C4*D4”，这相当于给出函数 

21 9*950,16*650,1 xx + . 

目标函数和约束函数定义完成，结果如下表所示（图 15-3-1）。 
 

 
图 15-3-1 数据和定义过单元格（例 3） 

 
在设置规划求解参数对话框时，对应于目标函数仍然“最大值(M)”。添加的约束条件的

方法与前面两个例子大致相同，结果如下（图 15-3-2）。 
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图 15-3-2 设置完毕以后的规划求解参数对话框（例 3） 

 
由于模型结构相对复杂，数值比较敏感，不妨打开选项，增加迭代次数，将精度提高，

允许误差范围降低（图 15-3-3）。 

 

图 15-3-3 规划求解选项（例 3） 
 

确定之后，全部的求解结果如下（图 15-3-4－15-3-6）。基本的答案在初步计算结果中

可以看出（图 15-3-4）。 

 
图 15-3-4 规划求解结果（例 3） 

 
结果表明，6 层楼房和 9 层楼房两种类型的房屋基底面积分别为 5305.5556 和 4129.6296
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平方米，这样可以使得收益最大，最大毛收益为 501583333.333 元。在不考虑购买土地的等

相关投入的情况下，最后的毛收益约为 5.016 亿元，纯收入约为 5.016-3.6=1.416 亿元。 
三个报告的解读与前面两个例子相似（图 15-3-5－15-3-6）。 

 
图 15-3-5 例 3 的运算结果报告 

 

 

图 15-3-6 例 3 的敏感性报告 
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图 15-3-7 例 3 的极限值报告 

§15.4 实例分析 4——运输业问题 

已知某个企业在一个城市中有两个发货地点，它们之间有一定的距离。这两个发货地

点分别给三个客户定期、定量送货。发货地点（简称发点）之一（用 O1 表示）的每周供货

能力是 70 单位，发货地点之二（用 O2 表示）的每周供货能力是 50 单位。三个客户所在地

即收货地点（简称收点）单位时间内对货物的需求状况是：客户之一（用 D1 表示）对货物

的每周需求 40 单位，客户之二（用 D2 表示）对货物的每周需求 30 单位，客户之三（用

D3 表示）对货物的每周需求 50 单位。由于两个货源地（发货地点）和三个目的地（客户所

在）的空间距离以及它们之间的交通状况不同，单位货物的运价如表 15-4-1 所示。现在我

们关心的是，如何在这两个发货地与三个目的地之间调配运送，方才使得总的运费最少？ 
 

表 15-4-1 不同货源地与到达地之间的单位货物运价（元） 

 收点 D1 收点 D2 收点 D3 
发点 O1 60 75 80 
发点 O2 70 120 150 

 
这个问题属于供需平衡那种类型的交通运输线性规划问题。首先假定从第 i 个发货地到

第 j 个需求地的送货量为 xij（i=1,2; j=1,2,3），于是根据前面的情况介绍，供需平衡表可以表

示如下（表 15-4-2）。 

表 15-4-2 不同货源地与到达地之间的货物配送假设 

 收点 D1 收点 D2 收点 D3 总供应量 
发点 O1 x11 x12 x13 70 
发点 O2 x21 x22 x23 50 
总需求量 40 30 50 120 

 
根据表 15-4-1 和表 15-4-2，可以建立调运问题的线性规划模型。这模型与前面的一系

列模型有所不同：其一，我们的目标不再是求最大，而是求最小——使得总运费达到最低。

其二，约束条件不再完全是不等式，而是包括等式，这样才能满足供需平衡条件。 
目标函数如下： 

232221131211 15012070807560       min xxxxxxS +++++= , 
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约束条件可以表作： 

0
50
30
40
50
70                          s.t.

3231

2212

2111

232221

131211

≥
=+
=+
=+
=++
=++

ijx
xx
xx
xx
xxx
xxx

 

上述线性规划数学模型也可以表示为如下表格形式（表 15-4-3）。从表中可以清楚地看到从

两个发点（Oi）到三个收点（Dj）的货物配送关系，只要求出表中的未知数，我们的问题就

得到解决。 

表 15-4-3 不同货源地与到达地之间的货物配送规划平衡表 

收发关系 运输流量 单位货物运价 O1 O2 D1 D2 D3 
O1D1 x11 60 x11  x11   
O1D2 x12 75 x12   x12  
O1D3 x13 80 x13    x13 
O2D1 x21 70  x21 x21   
O2D2 x22 120  x22  x22  
O2D3 x23 150  x23   x23 
限量 120 S 70 50 40 30 50 
实际收发量 120 9500 70 50 40 30 50 
 

根据表 15-4-3 所示的条件和数据，我们可以在 Excel中建立如下数据分布表（图 15-4-1）。
首先在区域 A3:A8 中确定收发关系，在单元格 B3:B8 中输入 1 作为各个变量的初始值，在

单元格 C3:C8 中根据收发关系输入单位货物运价。然后，在 D3 单元格中输入“=B3”，在

D4 单元格中输入“=B4”，在 D5 单元格中输入“=B5”；在 E6 单元格中输入“=B6”，在 E7
单元格中输入“=B7”，在 E8 单元格中输入“=B8”；在 F3 单元格中输入“=B3”，在 F6 单

元格中输入“=B6”；在 G4 单元格中输入“=B4”，在 G7 单元格中输入“=B7”；在 H5 单元

格中输入“=B5”，在 H8 单元格中输入“=B8”。接下来，根据规划模型，定义目标函数和

约束条件。 
 

 
图 15-4-1 数据和定义过单元格（例 4） 
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在 C10 单元格中定义目标函数如下： 
“=B3*C3+B4*C4+B5*C5+B6*C6+B7*C7+B8*C8”. 

在 D10 单元格中定义约束条件如下： 
“=SUM(D3:D8)”. 

用鼠标指向 D10 单元格的右下角，待光标变成细小黑十字，按住鼠标左键，右拖至 H10 单

元格。这样，完成约束条件的初步定义（图 15-4-1）。 
根据上面的定义，容易设置规划求解参数。在目标函数单元格中选中 C10，在可变单元

格中选中 B3:B8。选中之后，自动生成绝对单元格表达方式，即$C$10 和$B$3:$B$8（图

15-4-2）。注意，对于本例，目标函数等于最小值。 

 
a 规划求解参数的等式约束 

 
b 规划求解参数的不等式约束（xij≥0） 

图 15-4-2 设置完毕以后的规划求解参数对话框（例 4） 
 

根据前面的模型，我们需要添加 5 个等式约束条件和 6 个不等式约束条件（图 15-4-2）。
添加的方法举例如下（图 15-4-3）。 
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a 添加等式约束 

 

b 添加不等式约束 
图 15-4-3 添加约束示例（例 4） 

 
全部规划求解参数设置完成之后，确定，立即得到如下结果（图 15-4-4）。可以看到，

第一个发货点有货物 70 单位，分别給第二和第三收货点发送 20 单位和 50 单位；第二个发

货点有货物 50 单位，分别給第一和第二收货点发送 40 单位和 10 单位。这样，第一、第二、

第三收货点分别收到 40 单位、30 单位和 50 单位的货物，刚好满足需求。于是恰好达到供

需平衡，并且全部运输成本最小，最小运输费用为 9500 元。 

 
图 15-4-4 规划求解结果（例 4） 

 
运算结果报告、敏感性报告和极限值报告如下（图 15-4-5～图 15-4-7）。这个例子的敏

感性分析相对复杂一点。如果我们将 O1 增加一个单位，变成 71，则在其他条件不变的情况

下，有如下结果：D1 增加一个单位，变成 41，则运输费用增加 25 元；D2 增加一个单位，

变成 31，则运输费用增加 75 元；D3增加一个单位，变成 51，则运输费用增加 80 元。另一

方面，如果我们将 O2 增加一个单位，变成 51，则在其他条件不变的情况下，有如下结果：

D1 增加一个单位，变成 41，则运输费用增加 70 元；D2 增加一个单位，变成 31，则运输费

用增加 20 元；D3 增加一个单位，变成 51，则运输费用增加 25 元。增加 O1或者 O2，然后

改变 D1，导致的费用增加差额为 45 元。这些敏感性变化信息都反映在拉格朗日乘数上面。 
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图 15-4-5 例 4 的运算结果报告 
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图 15-4-6 例 4 的敏感性报告 
 

 
图 15-5-7 例 4 的极限值报告 
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§15.5 实例分析 5——整数规划问题 

某房地产承包商拟建 A、B、C 三种类型的楼房。建造楼房所需要水泥、砖石、木料、

玻璃、钢筋以及房屋的售价如下表所示，原材料的数量以一定单位计算（表 15-5-1）。请问

三种类型的楼房各建多少栋，才能使得总的收益达到最高？ 

表 15-5-1 某房地产承包商投产情况 

房屋品种 水泥 砖石 木料 玻璃 钢筋 售价（万元） 
A（x1） 1.5 3 1.5 2.5 3 60 
B（x2） 2.5 2.5 3.5 4 2.5 75 
C（x3） 2 4 5 6 4 100 
限量 100 200 150 210 200 f 

 
对于这类问题，毛收益达到最高，纯收益也就最高。因此，姑且不论土地购置、原材

料消耗和各项管理费用，我们只看如何达到最大毛收益。 
和前面的几个例子相比，本例有一个特殊的要求，即求解结果必须为整数。因为建筑

商不可能建筑一栋残破的楼房，不应该出现 3.5 栋、4.8 栋之类的结果。用线性规划方法求

解。建模思路如下：设该房地产承包商建造 A 型房屋 x1 套，造 B 型房屋 x2 套，造 C 型房

屋 x3 套。根据表 15-5-1 中提供的数据信息可以建立如下模型： 

目标函数： 321 1007560          max xxxf ++= . 

约束条件  

且为整数0,,
20045.23
210645.2
15055.35.1
20045.23
10025.21.5                 s.t.

321

321

321

321

321

321

≥

≤++
≤++
≤++
≤++
≤++

xxx
xxx
xxx
xxx
xxx
xxx

. 

可见和普通线性规划模型的差异在于，约束条件中必须加上求解结果为整数的限制。根

据表 15-5-1 所示的条件和数据，我们可以在 Excel 中建立如下数据分布表（图 15-5-1）。根

据数据分布位置，在 C7 单元格中输入“=$B$3*C3+$B$4*C4+$B$5*C5”，回车。用鼠标指

向 C7 单元格的右下角，待光标变成细小黑十字，按住鼠标左键，右拖至 H7 单元格。这样，

连同目标函数和约束条件一起完成定义。 

 
图 15-5-1 数据和定义过单元格（例 5） 

 
根据上面的定义，容易设置规划求解参数。在目标函数单元格中选中 H7，在可变单元
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格中选中B3:B5。选中之后，自动生成绝对单元格表达方式，即$H$7和$B$3:$B$5（图15-5-2）。 

 
a 整数规划的约束条件 

 
b 整数规划的下限约束和整数约束（xj≥0 且为整数） 

图 15-5-2 设置完毕以后的规划求解参数对话框（例 5） 
 

根据前面的模型，我们需要添加 5 个原材料约束条件、3 个 0 底线约束和 3 个整数约束

条件（图 15-5-2）。其他约束条件的添加方法可以参见例 1，至于整数约束的条件，只需要

点击符号 ，调出 int 加以限制即可。各种约束的添加方法举例如下（图 15-5-3）。 

 

a 添加等式约束 
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b 添加 0 底线约束 

 

c 添加整数约束 
图 15-5-3 添加约束示例（例 3） 

 
全部规划求解参数设置完成之后，确定，立即得到如下结果（图 15-5-4）。对于整数规

划，不能生成敏感性报告和极限值报告，只能给出运算结果报告（图 15-5-5）。这个报告比

较简明，不难读懂。 
 

 
图 15-5-4 规划求解结果（例 5） 

 
计算结果表明，建造 45 栋 A 型楼房，0 栋 B 型楼房，16 栋 C 型楼房，最大收益为 4300

万元。 
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图 15-5-5 例 5 的运算结果报告 

§15.6 实例分析 6——0-1 规划问题 

某个公司决定在一个城市的东区、南区、西区和北区四个区投资建立产品销售门市部。

经考察，东区和南区有两个合适的区位，西区和北区各有一个合适的区位。预算表明，这

个 6 个区位的投资成本和单位时间内可预期总收入列表如下（表 15-6-1）。由于经费的局限，

总投资额为 12 个单位。并且，从长远的观点的考虑，每个区至少保证有一个销售站点。试

根据这些条件优化投资区位的选择。 
 

表 15-6-1 投资区位选择的 0－1 规划问题 

城区 区位 收入 成本 东 南 西 北 

x1 6.0  4.0  x1    
东区 

x2 5.0  3.0  x2    
x3 5.0  2.5   x3   

南区 
x4 4.5  2.0   x4   
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西区 x5 4.0  2.0    x5  
北区 x6 5.5  2.5     x6 
限量 0 f 12 1 1 1 1 

 
根据题意，在投资费用允许的前提下，应该尽可能地选中上述 6 个区位，底线是保证

东、南、西、北至少有一个区位选中。变量只需两种：选中（用 1 表示）或者不选（用 0
表示）。可见，这个问题可以用 0－1 规划方法解决。借助上述条件，建立 0－1 规划模型如

下。 
目标函数： 

654321 5.545.4556     max xxxxxxf +++++= ; 

约束条件： 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

==

≥
≥

≥+
≥+

≤+++++

）（或 6,5,4,3,2,110
1
1

1
1

125.2225.234

     s.t.

6

5

43

21

654321

jx
x
x

xx
xx

xxxxxx

j

. 

可见和普通线性规划模型的区别在于，约束条件中限定变量取 0 或者取 1，此外别无选

择。根据表 15-6-1 所示的条件和数据，在 Excel 中建立如下数据分布表（图 15-6-1）。在 B3:B8
单元格中，任給 0、1 代表区位；在 E3 单元格中输入“=B3”，在 E4 单元格中输入“=B4”；
在 F5 单元格中输入“=B5”，在 F6 单元格中输入“=B6”；在 G7 单元格中输入“=B7”；在

H8 单元格中输入“=B8”。 
然后定义目标函数和约束条件。根据数据分布位置，在 C10 单元格中输入

“=$B$3*C3+$B$4*C4+$B$5*C5+$B$6*C6+$B$7*C7+$B$8*C8”，回车。用鼠标指向 C10
单元格的右下角，待光标变成细小黑十字，按住鼠标左键，右拖至 D10 单元格。在 E10 单

元格中输入“=SUM(E3:E8)”，回车。用鼠标指向 E10 单元格的右下角，待光标变成细小黑

十字，按住鼠标左键，右拖至 H10 单元格。这样，完成目标函数和约束条件的初步定义。 
 

 
图 15-6-1 数据和定义过单元格（例 5） 

 
根据上面的定义，设置规划求解参数。在目标函数单元格中选中 C10，在可变单元格中

选中 B3:B8。选中之后，自动生成绝对单元格表达方式，即$C$10 和$B$3:$B$8（图 15-6-2）。 



研究生地理数学方法（实习）            Part1   电子表格 Excel 

 329

 
a 0－1 规划的约束条件 

 
b 0－1 规划的 0－1 约束（xj取 0 或 1） 

图 15-6-2 设置完毕以后的规划求解参数对话框（例 6） 
 

根据前面的模型，我们需要添加 1 个成本上限约束条件、4 个区位下限约束和 6 个 0－1
约束条件（图 15-6-2）。约束条件的添加方法可以参见前面各例，至于 0－1 约束条件，只需

要点击符号 ，调出 bin（二进制）加以限制即可。各种约束的添加方法举例如下（图 15-6-3）。 

 

a 添加上限约束 
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b 添加下限约束 

 

c 添加 0－1 约束 
图 15-6-3 添加约束示例（例 6） 

 
全部规划求解参数设置完成之后，确定，立即得到如下结果（图 15-6-4）。对于 0－1 规

划，不能生成敏感性报告和极限值报告，只能给出运算结果报告（图 15-6-5）。 
 

 
图 15-6-4 规划求解结果（例 6） 

 
计算结果表明，限于投资费用，东区的第一个区位不选，其余的 5 个区位选中，该公司

将在南区建设两个销售门市部，东区、西区和北区建设一个门市部。 
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图 15-6-5 例 6 的运算结果报告 

§15.7 实例分析 7——对偶问题 

不妨借助例 6 说明演示规划模型的对偶问题。上例原来的目标函数是收益最大，约束

条件中有一个成本约束。基于上例的求解结果，可以建立上例的对偶模型。 
目标函数： 

654321 5.2225.234     min xxxxxxf +++++= . 

约束条件： 
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⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

==

≥
≥

≥+
≥+

≥+++++

）（或 6,5,4,3,2,110
1
1

1
1

245.545.4556

     s.t.

6

5

43

21

654321

jx
x
x

xx
xx

xxxxxx

j

. 

可见，对于本例，对偶模型就是将约束条件的中的成本约束转换为目标函数，目标函数

转换为一个效益约束。并且原来求效益最大的目标转换为求成本最小的目标。 
求解过程与上例大同小异，在 Excel 中建立数据分布表与图 15-6-1 所示完全一样。目标

函数和约束条件的定义也不用改变。 
根据上例的定义和对偶模型，适当修改规划求解参数的设置。 
在目标函数单元格中将$C$10 改为$D$10。将图 15-6-2 所示的规划求解参数约束文本框

中的$D$10<=$D$9 改为$C$10>=24（图 15-7-1）。 
 

 
图 15-7-1 修改完毕以后的规划求解参数对话框（例 7） 

 
约束条件的修改方法如下。选中约束文本框中的“$D$10<=$D$9”，点击“更改”按钮，

就可以进行修改（图 15-7-2）。 

 

a 修改前 
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b 修改后 
图 15-7-2 修改约束示例（例 7） 

 
全部规划求解参数修改完成之后，确定，得到如下结果（图 15-6-3）。结论与上例的原

模型完全一样（图 15-6-4）。 
 

 
图 15-6-3 对偶模型的规划求解结果（例 7） 
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图 15-6-4 例 7 的运算结果报告 
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第 16 章 层次分析法（AHP） 

一个层次分析过程（AHP）模型建立之后，剩余的事情就是干两件事：一是计算最大特

征根和相应的正规化特征向量，利用最大特征检验判断矩阵的一致性是否满足要求。如果满

足要求，则其对应的正规化特征向量就是我们需要的单权重，反映某个准则相对于目标或者

方案相对于准则的份量。二是计算组合权重。只要单权重计算出来，将各个方案的单权重合

并为一个矩阵，用这个矩阵左乘各个准则的单权重，就是加权给出的、方案相应于目标的组

合权重。可见，解决 AHP 问题的关键是计算最大特征根及其对应的特征向量。由于 AHP
的判断矩阵结构特殊，我们可以在 Excel 采用三种方法计算：一是方根法，从几何平均值出

发估计最大特征根和特征向量；二是和积法，从算术平均值出发估算最大特征根和特征向量；

三是乘幂法，利用迭代运算计算最大特征根和相应的特征向量。 
【例】 三个能源用户的能源合理分配份额评估。这是一个经典性的例子，由 AHP 法的

奠基者 Saaty 及其合作者提出。主要是采用三个指标对美国三大能源使用单位的应得能源百

分比进行综合评价。 

§16.1 问题与模型 

能源的定量分配问题早先仅仅是一种学术研究，人们认为这类研究不需要应用于日常的

生产和生活。长期以来，能源使用者和规划师都没有意识到能源危机的出现。可是，仅仅就

在上个世纪七十年代，美国就曾经受过两次能源问题的冲击。一是在 1976－1977 年寒冷的

冬季，由于天然气资源短缺而导致一些工厂和学校被迫关门；二是 1977－1978 年冬天的燃

煤供应紧缺。在这种情况下，能源的供应分配问题就变成了一个现实的应用技术问题。 
一个合理化的考虑是，根据几个大的能源需求单位对于社会不同方面的总体贡献来确定

它们的能源分配权重。假设在美国有三大能源用户：C1、C2 和 C3。基于社会和政治利益的

总体目标，从如下三个方面来评价这三个能源使用单位：对经济增长的贡献，对环境质量的

贡献，对国家安全的贡献。这样，我们就得到三个判别指标：经济增长（economic growth， 
EG）、环境质量（environmental quality, EQ）和国家安全（national security, NS）。以国家的

社会和政治利益为目标，对这三个指标进行两两比较，得出不同指标的重要程度的比较矩阵 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

13/53/1
5/315/1
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NS
EQ
EG

NS EQ EG        

 

接下来，通过全面的研究，决策者从经济、环境和国家安全的角度作出关于三个能源用户的

相对重要性评估。下面分别是基于经济、环境和国家安全的能源用户评比矩阵 
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到此为止，我们给出了一个层面分析法（AHP）递阶建模的初步结果。下面要求完成

AHP 分析的全部计算过程，给出三个能源用户的综合排序结果。 

§16.2 计算方法之一——方根法 

16.2.1. 计算目标－准则层单权重 

首先计算目标－准则层判断矩阵的正规化特征向量及其对应的特征根量。在录入数据的

时候，最好先录入上三角部分，然后按照倒数关系和对称原则计算下三角部分；或者反过来，

先录入下三角部分，然后根据倒数关系和对称原则计算上三角部分。例如，先录入上三角数

据，然后根据图 16-2-1 所示的数据分布位置在 B3 单元格中输入公式 
“=1/C2”, 

回车，得到 0.2。下三角的其余数据的录入方式依此类推。这样录入的好处是便于今后判断

矩阵的调整。 
 

 
图 16-2-1 判断矩阵的数值 

 
接下来，按照如下步骤计算。 
第一步，按行计算几何平均值。 
根据图 16-2-1 所示的数值排列，以及矩阵的阶数为 3，在 E2 单元格中输入公式 

“=PRODUCT(B2:D2)^(1/3)”, 
回车，得到第一个数值 2.46621。这里 product 为 Excel 的乘法函数。然后将鼠标光标指向

E2 单元格的右下角，待其变成细小黑十字，双击或者下拉至 E4，即可得到全部几何平均结

果（图 16-2-2）。 

 
a 计算方法 

 
b 计算结果 

图 16-2-2 计算目标－准则层判断矩阵的几何平均值 
 
第二步，将几何平均值归一化。 
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利用函数 sum 或者自动求和符号对上述计算结果求和。例如在 E5 单元格中输入公式 
“=SUM(E2:E4)”, 

回车，即可得到总和 3.78153。然后在 F2 单元格输入公式 
“=E2/$E$5”, 

回车，得到第一个归一化数值。然后将鼠标光标指向单元格 F2 的右下角，待其变成细小黑

十字，双击或者下拉至 F4，即可得到全部归一化结果，这个结果就是我们需要的单权重，

它是判断矩阵的正规化特征向量（图 16-2-3）。 
 

 

a 计算方法 

 

b 计算结果 
图 16-2-3 计算目标－准则层判断矩阵的正规化特征向量 

 
第三步，计算最大特征根。首先用判断矩阵左乘正规化特征向量。假定判断矩阵为 M，

正规化特征向量为 W。选定单元格 G2:G4，输入计算公式 
“=MMULT(B2:D4,F2:F4)”, 

然后同时按下 Ctrl+Shift 键，回车，则可得到 MW 的结果（图 16-2-4）。 

 
a 计算方法 

 

b 计算结果 
图 16-2-4 用目标－准则层判断矩阵左乘的正规化特征向量 

 
一般说来，对向量 MW 求和，即可得到最大特征根的近似值。例如在 G5 单元格中输
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入求和公式 
“=SUM(G2:G4)”, 

回车，立即得到最大特征根的近似值 3。这里 sum 为 Excel 的求和函数。但是，只有当判断

矩阵的一致性非常好的时，这个结果才更为接近真实值。当判断矩阵的一致性稍差时，这样

计算的结果稍有误差。 
另一种估计方法是取平均结果。借助求平均值函数 average 和 Excel 的数组运算功能，

可以基于图 16-2-4 所示的计算结果，非常容易地估计出最大特征根。选定一个单元格，比

方说 H2，然后根据我们的数据分布位置，输入计算公式 
“=AVERAGE(G2:G4/F2:F4)”, 

然后同时按下 Ctrl+Shift 键，回车，立刻得到最大特征根的估计值 3（图 16-2-5）。 

 

a 计算方法 

 

b 计算结果 
图 16-2-5 计算目标－准则层判断矩阵的最大特征根 

 
第四步，一致性检验。对于我们这个问题，最大特征根等于矩阵的阶数 

3max == nλ . 

因此，无需检验，肯定可以通过。因为一致性指数 CI 为 

0
13
33

1
max =

−
−

=
−
−

=
n

n
CI

λ
, 

对于 n=3 阶的矩阵，随机一致性指数 RC=0.58，从而一致率 CR 为 

0
58.0
0

===
RC
CICR . 

我们知道，CI 的绝对值和 CR 绝对值都是越小越好。既然为 0，那就意味着达到了完美的一

致性。正因为如此，上述两种方法给出的最大特征根估计值完全一样。 

16.2.2. 计算准则－方案层单权重 

计算方法与上面介绍的步骤完全一样，只不过是将判断矩阵改变内容。下面以第一个准

则“经济增长”与方案——三个用户的关系为例，说明计算方法。首先，判断矩阵的数据。

为便于今后调整，先录上三角部分，在根据对称原则和倒数关系计算下三角部分。然后，重

复上一小节的第一～第四步，计算出正规化特征向量及其相应的最大特征根，以及一致性检
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验，结果如下（图 16-2-6）。 

 
图 16-2-6 计算准则－方案层第一个判断矩阵的正规化特征向量和最大特征根 

 
在图 16-2-6 中的最后一列，H8 单元格为最大特征根，计算方法与图 16-2-5 所示完全一

样。在 H9 单元格中输入计算公式 
“=(H8-3)/(3-1)”, 

回车，得到一致性指数 CI=0.00185；在 H10 单元格输入计算公式 
“=H9/0.58”, 

回车，得到一致性率 CR=0.00318。由于 CR<0.1，可以视为通过检验。 
如果没有通过检验，就应该重考虑上述的判断矩阵构造是否合理，然后调整上三角部分。

根据我们的计算过程安排，只要调整一个数据，其余数据都会跟着改变。这样无需重复整个

计算过程，只需改变个别数字即可。 
通过检验之后，可以另起炉灶计算第二个准则“环境质量”与方案关系的特征向量和特

征根，也可以采用如下简便方式：将上面的全部计算结果复制并粘贴到另外一个位置保存—

—注意采用“选择性粘贴”，并借助右键菜单选择“数值”，然后将方案相对于“经济增长”

准则的判断矩阵改换为方案相对于“环境质量”准则的判断矩阵。由于我们的数值计算都是

环环相扣——利用前面单元格的数值计算后面的结果，只要矩阵改变了，后的全部结果都会

改变，于是可以相当快速地得到计算结果（图 16-2-7）。这一次检验指标如下：CI=0.00708，
CR=0.0122<10。通过检验，可以开展下一步工作。 

 
图 16-2-7 计算准则－方案层第二个判断矩阵的正规化特征向量和最大特征根 

 
将上面的全部计算结果复制并粘贴到另外一个位置—注意采用“选择性粘贴”，并借助
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右键菜单选择“数值”，然后将方案相对于“环境质量”准则的判断矩阵改换为方案相对于

“国家安全”准则的判断矩阵。这样，立即可以得到我们需要的正规化特征向量和最大特征

根（图 16-2-8）。这一次检验指标如下：CI=0.0046，CR=0.00793<10，通过检验。至此为止，

单权重全部计算完毕。 

 
图 16-2-8 计算准则－方案层第三个判断矩阵的正规化特征向量和最大特征根 

16.2.3. 计算组合权重 

根据我们的模型结构，我们一共计算了 4 个单权重，它们构成 4 个正规化特征向量。一

个是 3 个准则相对于 1 个目标的单权重向量，3 个是三个用户（方案）相对于 3 个准则的单

权重向量。现在，我们可以逐一将 3 个方案相对于 3 个准则的单权重向量逐一复制过来，并

排对齐，构成一个 3×3 的单权重矩阵，该矩阵反映了各个方案在一定准则下的相对重要性。

最后将 3 个准则相对于 1 个目标的单权重向量复制过来，可以与前面的矩阵对齐，也可以不

对齐。在复制的过程中注意采用选择性粘贴——数值粘贴。 

 
图 16-2-9 复制－粘贴单权重向量并计算组合权重向量 

 
全部复制并粘贴完毕之后，就可以用准则－方案层单权重矩阵左乘目标－准则层单权重

向量。在图 16-2-9 中，数据分布范围是 A13:E17，我们可以在 F15:F17 单元格区域中输入如

下计算公式 
“=MMULT(B15:D17,E15:E17)”, 

同时按下 Ctrl+Shift 键，回车，则可得到组合权重的计算结果（图 16-2-10）。 
 

 
图 16-2-10 组合权重的计算结果 
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从组合权重可以看到，三个用户的份量不同，它们在能源利用方面享受的优惠待遇当然

不会平等。 

§16.3 计算方法之二——和积法 

和积法与方根法的不同之处在于计算正规化特征向量和最大特征根的估计方式有别，其

余的步骤完全一样。因此，我们需要举一个例子，说明如何估计特征根向量和最大特征根即

可。不妨以目标－准则层判断矩阵的正规化特征根及其对应的特征向量为例。在录入数据之

后，按如下步骤计算。 
第一步，按列加和。 
根据图 16-2-1 所示的数值排列，在 B5 单元格中输入公式 

“=SUM(B2:B4)”, 
回车，得到第一个数值 1.53333。然后将鼠标光标指向单元格的右下角，待其变成细小黑十

字，右拖至 D5，即可得到全部求和结果（图 16-3-1）。 

 
图 16-3-1 计算判断矩阵的列之和 

 
第二步，按列归一化。 
另外开辟一个数值区域，比方说 B8:D10，利用 Excel 的数组运算功能，输入如下计算

公式 
“=B2:D4/B5:D5”, 

同时按下 Ctrl+Shift 键，回车，则可得到组合权重的计算结果（图 16-3-2）。当然，可以按照

图 16-2-3 所示的方法逐步归一化，速度要慢一些。 
 

 

a 计算方法 
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b 计算结果 

图 16-3-2 按列归一化的方法和结果 
 

第三步，按行计算平均值，得到计算正规化特征向量。 
根据图 16-3-2 所示的数据分布格局，在 E8 单元格中输入公式 

“=AVERAGE(B8:D8)”, 
回车，得到第一行的平均值 0.65217。然后将鼠标光标指向单元格的右下角，待其变成细小

黑十字，双击或者下拉至 E10，即可得到全部平均结果，这个结果就是我们需要的单权重，

它是判断矩阵的正规化特征向量（图 16-3-3）。 
 

 
a 计算方法 

 
b 计算结果 

图 16-3-3 按行平均计算单权重 
 
第四步，计算最大特征根。方法与方根法一样，首先用判断矩阵左乘正规化特征向量。

假定判断矩阵为 M，正规化特征向量为 W。选定单元格 E2:E4，根据数据分布范围，输入

计算公式 
“=MMULT(B2:D4,E8:E10)”, 

然后同时按下 Ctrl+Shift 键，回车，则可得到 MW 的结果（图 16-3-4）。 
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a 计算方法 

 
b 计算结果 

图 16-3-4 用判断矩阵左乘的单权重向量 
 

接下来，对向量 MW 求和，即可得到最大特征根的近似值。例如在 E5 单元格中输入求

和公式 
“=SUM(E2:E4)”, 

回车，立即得到最大特征根的近似值 3。 
也可以根据另一种估计方法取平均结果。基于图 16-3-4 所示的计算结果，选定一个单

元格，比方说 F2，然后根据我们的数据分布范围，输入计算公式 
“=AVERAGE(E2:E4/E8:E10)”, 

然后同时按下 Ctrl+Shift 键，回车，立刻得到最大特征根的估计值 3（图 16-3-5）。 

 
图 16-3-5 计算判断矩阵的最大特征根 

 
第五步，一致性检验。方法和过程与上一节所讲完全一样。 
可以看出，与方根法相比，和积法的唯一区别在正规化特征向量的估计方式不同，其余

的计算过程和步骤基本一样。细心的读者可以看出，所谓和积法，其实就是判断矩阵的各列

归一化结果作为单权重。问题在于，当判断矩阵的一致性较差的时候，不同列的归一化值有

所差异，为此将各列单权重取平均值。由于本例的判断矩阵一致性非常好，故各列归一化结
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果完全一样。 

§16.4 计算方法之三——迭代法 

AHP 法的关键是计算最大特征根及其对应的特征向量。只要最大特征根及其对应的正

规化特征向量计算出来了，其他步骤都是一样。方根法和和积法都是估计正规化特征向量和

最大特征根的近似方法。如果我们找到其他计算特征根和特征向量的方法，当然同样可以接

近 AHP 模型问题。下面介绍一种更为精确的数值算法——矩阵迭代法。矩阵迭代法又分为

如下几种：乘幂法——计算最大特征根及其对应的特征向量，逆幂法——计算最小特征根及

其对应的特征向量，对称矩阵的雅可比法——计算全部特征根和特征向量。显然，只有乘幂

法适合 AHP 法的求解过程。 
录入数据之后，计算最大特征根和相应特征向量的步骤如下。 
第一步，设计迭代初始值并进行第一迭代计算。 
假定录入的数据如图 16-2-1 所示的排列，将数据及其有关的标志全部复制，并且隔一

行粘贴在下边，要保持上下数据对齐，以便利用 Excel 的数值拷贝功能，进行迭代运算。然

后，在 E2:E4 单元格中输入公式三个 1 作为初始值（图 16-4-1a）。当然也可以选择其他初始

值，如三个 2，或者 1、2、3，等等。最后的结果都是一样。接下来，利用 Excel 的矩阵运

算功能，在 E7:E9 单元格中输入计算公式 
“=MMULT(B7:D9,E2:E4)”, 

同时按下 Ctrl+Shift 键，回车，立刻得到的第一次迭代结果（图 16-4-1b）。 
借助 Excel 的数组运算功能，在 F7:F9 单元格中输入计算公式 

“=E7:E9/SUMSQ(E7:E9)^0.5”, 
同时按下 Ctrl+Shift 键，回车，得到单位化特征向量的第一次估计结果（图 16-4-1c）。式中

sumsq 为 Excel 的平方和函数。 
仍然借助 Excel 的数组运算功能，在 G7:G9 单元格中输入计算公式 

“=F7:F9/SUM(F7:F9)”, 
同时按下 Ctrl+Shift 键，回车，得到特征向量的第一次正规化结果（图 16-4-1d）。 
 

最后，在 H7:H9 单元格中输入计算公式 
“=E7:E9/E2:E4”, 

同时按下 Ctrl+Shift 键，回车，得到最大特征根的第一次估计结果（图 16-4-1e）。 
 

 

a 矩阵运算的第一次迭代运算 
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b 特征向量第一次估计 

 
c 特征向量的第一次正规化 

 
d 最大特征根的第一次估计 

 
e 第一次迭代的全部结果 

图 16-4-1 特征向量的第一次迭代 
 

第二步，逐次迭代，直到特征根和特征向量收敛为止。接下来的运算非常简单，只需要

利用 Excel 的拷贝功能，不停地复制、粘贴，并且观察数据的变化。当特征根和特征向量值



研究生地理数学方法（实习）            Part1   电子表格 Excel 

 346

不再变化的时候，就意味着数值收敛了。 
具体说来，迭代步骤如下。根据我们的数值分布范围，选中并复制 A6:H9 单元格区域

（图 16-4-2）。 
 

 
图 16-4-2 选中并且复制第一次迭代结果 

 
根据我们的数值布局，将复制结果隔行粘贴在下面，注意要与上面的数值左右对齐，这

样得到第二次迭代结果（图 16-4-3）。 
 

 

图 16-4-3 隔行粘贴第一次迭代结果得到第二次迭代结果 
 
比较第二次和第一次的正规化特征向量，看看二者是否一样，如果不一样，继续往下各

行粘贴，同时依然注意要与上面的数据区域范围左右对齐，这样得到第三次迭代结果（图

16-4-4）。 
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图 16-4-4 复制并隔行粘贴第二次迭代结果得到第三次迭代结果 

 
比较第二次迭代结果和第三次迭代结果可以看到，在我们需要的精度范围内——比方说

精确到小数点后面 5 位，可以认为特征根和特征向量均已经收敛了：第一，两次迭代的正规

化特征向量完全相同；第二，两次迭代的特征根完全相同。并且，特征根的三个平均结果完

全一样——如果不一样，在特征向量收敛之后，对它们平均一次即可。 
判断矩阵的一致性越好，迭代计算过程收敛得越快。从前面的计算结果可以看出，比较

而言，三个方案相对于环境质量准则的判断性矩阵一致性较差。不妨以环境质量与方案的关

系为例进一步说明迭代计算的过程。 
采用与上面介绍的计算完全相同的步骤，我们需要迭代 6 次才可以得到收敛结果——当

然是一定精度范围内的收敛（图 16-4-5~图 16-4-7）。不过，由于在 Excel 进行这种运算非常

方便，即使迭代十几次乃至数十次，也不是一件麻烦的事情。 
 

 
图 16-4-5 环境质量判断矩阵的第一次迭代结果 
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图 16-4-6 环境质量判断矩阵的第二、三、四次迭代结果 
 

 
图 16-4-7 环境质量判断矩阵的第五、六次迭代结果 

 

§16.5 结果解释 

层次分析法的要旨就是围绕某个目标，借助一定的判断准则（分析指标）对一系列的方

案或者研究对象进行综合评估。准则或者指标的重要性是相对于目标而言的，而方案或者研

究对象的重要性则是相对于准则或者指标而言的。我们需要的最终结果是递阶组合权重。 
对于本章的例子，目标乃是国家的社会和政治利益最大化。能源的分配和使用是围绕国

家的总体利益来考虑的。对于上述目标来说，经济增长是第一位的，权重为 0.65 左右；国

家安全是第二位的，权重为 0.22 左右；环境质量排第三位，权重约为 0.13。 
从经济增长方面看来，第一个用户最为突出，其权重为 0.65 左右；其次是用户 2，权重

为 0.23 左右；用户 3 最次，权重 0.12 稍多。 
从环境质量看来，第三个用户绝对优先，权重为 0.74 左右；其次是用户 2，权重为 0.17

左右；第一个用的权重只有 0.09 多一点。 
从国家安全方面看来，第一个用户最为重要，权重为 0.54 左右；第二个用户其次，权

重约为 0.3；第三个用户的权重是 0.16 左右。 
综合评估结果是，第一个用户的组合权重 0.55 左右，第二个用户的组合权重 0.24 左右，

第三个用户的组合权重 0.21 左右（图 16-2-10）。现在，假定国家可以调拨 1 个单位的能源

总额，在他们三家按比例分配，则合理化的分配比例应该是：用户 1 分得 55%的能源，用

户 2 分得 24%的能源，用户 3 分得 21%的能源。 
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第 17 章 GM(1,1)预测分析 

灰色系统的 GM(1,1)模型实质上是一种三参数指数模型，但在求解过程中却将其转换为

线性模型，然后利用最小二乘法估计模型参数。GM(1,1)模型的参数估计主要借助于矩阵乘

法运算，过程有些复杂。特别是模型的检验，更是显得繁琐，不便于初学者掌握。考虑到模

型求解过程中采用了基于线性关系的最小二乘技术，因此实际上可以借助一元线性回归分析

估计模型参数，并对模型的适宜性和拟合效果进行检验。 
【例】河南省郑州市非农业人口增长预测。以郑州市市辖区 1985－2000 年共计 16 年的

非农业人口数据为例，说明借助 Excel 建立 GM(1,1)模型的两种途径。原始数据来自河南省

城市社会经济调查队等单位编写的《河南城市统计年鉴》。 

§17.1 方法之一——最小二乘运算 

参数估计和模型建设可以分为如下几个步骤完成。 
第一步，数据预备工作。 
第一小步，数据的累加生成。录入数据之后，假定数据分布于 B2:B17 单元格范围内，

然后，在 C2 单元格中输入公式“=B2”，回车；在 C3 单元格中输入公式“=B3+C2”，回车

（图 17-1-1）。将将鼠标光标指向 C3 单元格的右下角，待其变成细小黑十字，双击或者下

拉至 C17，即可得到全部累加生成结果（图 17-1-2）。 

 

图 17-1-1 原始数据的累加生成 
 
第二小步，累加生成数据的移动平均计算。在 D3 单元格中输入计算公式 

“=-AVERAGE(C2:C3)”, 
注意公式前面的负号，回车，得到以两年为单元的滑动平均的负值-152.115（图 17-1-2）。将

将鼠标光标指向 D3 单元格的右下角，待其变成细小黑十字，双击或者下拉至 D17，即可得
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到全部移动平均的负值（图 17-1-3）。 
 

 

图 17-1-2 累加数据的移动平均负值 
 

第三小步，给出常数对应的向量。在累加数据的移动平均负值右边添加一列 1，这些 1
与移动平均的负值并排，构成用于估计参数的矩阵 B。然后，将原始数据从第二位开始到最

后一位（1986－2000）复制并粘贴到 B 矩阵的右边（图 17-1-3）。这样，我们就完成了数据

预备工作。 

 

图 17-1-3 构建矩阵 B 和向量 y 
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第二步，最小二乘运算。 
第一小步，计算矩阵 BTB 及其逆矩阵(BTB)-1。选定一个 2×2 的单元格区域，比方说

G3:H4，然后，根据图 17-1-3 所示的数据分布位置，借助 Excel 的矩阵乘法函数 mmult 和矩

阵转置函数 transpose，输入计算公式 
“=MMULT(TRANSPOSE(D3:E17),D3:E17)”, 

同时按下 Ctrl+Shift 键，回车，即可得到 BTB 的计算结果（图 17-1-4）。 
 

 

a 计算矩阵 BTB 

 

b 计算矩阵 BTB 的逆矩阵 
图 17-1-4 计算矩阵 BTB 及其逆矩阵(BTB)-1 
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接下来，计算矩阵 BTB 的逆矩阵(BTB)-1。选定一个 2×2 的单元格区域，比方说 G7:H8，

然后，根据图 17-1-4 所示的数据分布位置，借助 Excel 的矩阵求逆函数 minverse，输入计算

公式 
“=MINVERSE(G3:H4)”, 

同时按下 Ctrl+Shift 键，回车，即可得到(BTB)-1 的计算结果（图 17-1-4）。 
第二小步，计算向量 BTy。选定一个 2×1 的单元格区域，比方说 G11:G12，然后，根

据图 17-1-4 所示的数据分布位置，输入计算公式 
“=MMULT(TRANSPOSE(D3:E17),F3:F17)”, 

同时按下 Ctrl+Shift 键，回车，即可得到 BTy 的计算结果（图 17-1-5）。 

 

图 17-1-5 计算矩阵 BTB 及其逆矩阵(BTB)-1 
 
第三小步，计算向量(BTB)-1BTy。选定一个 2×1 的单元格区域，比方说 G15:G16，然后，

根据图 17-1-5 所示的数据分布位置，输入计算公式 
“=MMULT(TRANSPOSE(D3:E17),F3:F17)”, 

同时按下 Ctrl+Shift 键，回车，即可得到(BTB)-1BTy 的计算结果（图 17-1-6）。这个向量给出

了 GM(1,1)模型的参数估计值 
03054.0−=a , 70357.97=u . 

于是 

80184.3198
03054.0
70357.97

=
−

=
a
u

. 

第三步，建设模型。 
将上面的参数估计结果赋予 GM(1,1)模型 

a
ue

a
uxx at

t +−= −)(ˆ )0(
0

)1( , 

得到 



研究生地理数学方法（实习）            Part1   电子表格 Excel 

 353

80184.319882184.3299
03054.0
70357.97)

03054.0
70357.9702.101(ˆ 03054.003054.0)1( −=−+= tt

t eex . 

式中 x0
(0)=101.02 表示初始年份 1985 年的非农业人口值（对应于 t=0）。 

 

a 计算方法 

 
b 计算结果 

图 17-1-6 计算矩阵向量(BTB)-1By 
 
第四步，预测与检验。 
有了赋予参数的模型，就可以进行预测分析。 
第一小步，重新整理数据。将年份变为从 0 开始的时序，并将参数复制到这些数据附近

（图 17-1-7a）。 
第二小步，计算累加数据的预测值。假定整理好的数据如图 17-1-7 所示的排列，根据

上面的模型及其参数，在 D2 单元格中输入计算公式 
“=$F$2*EXP(-$F$3*C2)+$F$4”, 

然后将鼠标光标指向单元格 D2 的右下角，待其变成细小黑十字，双击或者下拉，即可得到

累加数据预测值的计算结果（图 17-1-7b）。如果我们将时序向未来延伸，比方说延伸到 2010
年，则可以将预测值计算到 2010 年。 

第三小步，累加数据预测值的递减还原。在 E2 单元格中输入计算公式“=D2”，回车；

在 E3 单元格中输入公式“=D3-D2”，回车。然后将鼠标光标指向单元格 E3 的右下角，待

其变成细小黑十字，双击或者下拉，即可得到累加数据预测值的递减还原结果（图 17-1-8）。 
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a 计算累加数据的预测值 

 

b 累加数据预测值的递减还原 
图 17-1-7 利用模型计算预测值 

 
第四小步，计算绝对误差和相对误差。绝对误差公式为 

)0()0()0( ˆ ttt xx −=ε , 

即用原始数据减去递减还原结果。相对误差的计算公式为 
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100/]ˆ[100/ )0()0()0()0()0()0( ×−=×= tttttt xxxxεμ . 

只要相对误差不超过 2%，就可以认为模型的拟合精度较高。对于本例，大部分相对误差不

超过 2%，相对误差的绝对值的平均值为 1.054%。 
 

 
图 17-1-8 模型预报的残差和相对误差 

§17.2 方法之二——线性回归法 

上面给出的是 GM(1,1)模型参数估计和预测的一般步骤。这种方法不仅参数估计麻烦，

而且后面的各种检验尤其麻烦。下面介绍一种简便的处理办法，这种办法利用通常的线性回

归回归分析。 
首先对数据累加生成，方法同上；然后以两年为单元，计算滑动平均的负值，方法同上；

将原始数据从第二位开始，到最后一位（1985－2000），复制并粘贴到滑动平均结果的旁边。

最后，将滑动平均数的负值以及与之对应的原始数据（1985－2000）移动到一个适当的位置，

如图 17-2-1 所示。 

17.2.1 参数的快速估计 

最简便的办法是以滑动平均数据的负值为横轴，以原始数据为纵轴，作散点图，添加趋

势线，给出线性拟合公式。这个线性模型的参数就是 GM(1,1)模型参数的估计结果：斜率为

a，截距为 u。在 Excel 中添加趋势线的步骤一般人都会熟悉，如果不熟悉，可以参考如下步

骤。 



研究生地理数学方法（实习）            Part1   电子表格 Excel 

 356

 
图 17-2-1 数据整理结果——累加生成和滑动平均 

 
第一步，作散点图。选中整理好的累加生成数据的滑动平均结果（负值）和原始数据（舍

弃第一位）范围，在图 17-2-1 中，就是单元格 E1:F16 的数据区域（如果不考虑数据标志，

就是 E2:F16 的数值区域），然后点击图表向导标志 ，或者在主菜单“插入”中选择“图

表”，就会弹出图表向导选项框（图 17-2-2）。 

 
图 17-2-2 图表向导——散点图 
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第二步，添加趋势线。在图表向导中选择“XY 散点图”，点击完成按钮，就会出行一

个未经编辑的散点图（图 17-2-3）。点击散点图中的任何一个数据点，所有的点都会出现阴

影，然后按鼠标右键，在右键菜单中选择添加趋势线，就会弹出添加趋势线选项框（图

17-2-3）。 
 

非农人口

0
20
40
60
80

100
120
140
160
180

-2500 -2000 -1500 -1000 -500 0

非农人口

 
图 17-2-3 画出的散点图 

 
在趋势线类型中，选择线性（L），参见图 17-2-4a；在选项中，选择显示公式（E）和

显示 R 平方值（R），参见图 17-2-4b。 
 

 
a 趋势线的类型——线性 
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b 趋势线的选项——公式和 R 平方值 
图 17-2-4 添加趋势线的类型和选项 

 
第三步，模型适宜性分析。 
确定之后，就会出现散点的趋势线。考察两点：一是定性观察散点与趋势线的匹配效果，

二是定量观察 R 平方值即拟合优度的高低（图 17-2-5）。如果散点的线性趋势不明确，点线

匹配效果很差，拟合优度较低，那就意味着 GM(1,1)模型不适合于研究对象；如果点线拟合

效果很好，那就表明 GM(1,1)模型适用于所研究的对象。 
 

图表标题 y = -0.03054 x + 97.70357
R2 = 0.99005

0
20
40
60
80

100
120
140
160
180

-2500 -2000 -1500 -1000 -500 0

非农人口

线性 (非农人口)

 
图 17-2-5 添加趋势线后的线性公式 

 
第四步，确定模型参数。对于本例，线性模型的拟合优度达到 0.99 以上，点线匹配较

好，因此，可以认为适合于 GM(1,1)建模（图 17-2-5）。图中给出了一个线性公式 
70357.9703054.0 +−=+= xuaxy , 
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式中 
03054.0−=a , 70357.97=u . 

就是 GM(1,1)模型参数的估计值。 
第五步，建模和预测。方法与前面的第一种方法完全一样，将上面的参数估计结果赋予

GM(1,1)模型 

a
ue

a
uxx at

t +−= −)(ˆ )0(
0

)1( , 

得到 

80184.319882184.3299
03054.0
70357.97)

03054.0
70357.9702.101(ˆ 03054.003054.0)1( −=−+= tt

t eex . 

式中 x0
(0)=101.02 表示初始年份 1985 年的非农业人口值（对应于 t=0）。 

建模并预测之后，需要对模型进行一系列检验，计算过程很繁琐。如果研究人员对建模

过程不是很了解，就必须借助专门的软件。其实，既然 GM(1,1)模型的参数估计是一个一元

线性回归问题，所有的检验都可以用一元线性回归模型的检验取而代之。 

17.2.2 全面的回归运算 

上面介绍的是线性模型的简单估计过程。如果要想得到详细线性回归信息，借助“数据

分析”中的“回归”分析功能。具体步骤如下。 
第一步，数据分析。在主菜单中沿着 Excel“工具－数据分析”的路径打开“数据分析”

选项框，选择“回归”，弹出“回归”选项框。然后，根据我们的数据分布，在回归选项框

中进行如下设置（图 17-2-6）。确定之后，就会输出一系列部模型拟合的统计参量。 

 
图 17-2-6 回归分析选项 

 
第二步，确定模型参数。在回归输出的各种统计量中，既然参数估计值，又有用于检验

分析的各种数值。其中的“系数（Coefficients）”对应的两个数值，就是我们需要的模型参

数： 03054.0−=a ， 70357.97=u 。将这两个数值转换为三参数指数模型系数，就可以得到
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GM(1,1)模型，方法同上。 
 
第三步，模型检验。检验方法参见一元线性回归分析一章。 
 

 
a 主要输出结果 

 
a 残差和概率结果 

图 17-2-7 回归分析结果 
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第四步，预测。我们是用 1985－2000 年的数据建立的模型。如果模型检验通过，我们

可以往后延伸时间序号，以达到预测效果。在时序编号中，0 年对应于 1985，15 对应于 2000
年，16－25 对应于 2001－2010 年，其余依此类推。基于延伸的时序数据，首先延伸累加值

的预测值，然后就可以得到递减还原结果，而对应于未来时间的递减还原结果就是我们需要

的预测值（图 17-2-7）。 
 

 
图 17-2-7 基于 GM(1,1)模型的郑州市非农业人口预报值 
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第 18 章 GM(1,N)预测分析 

灰色系统的 GM(1,N)模型实质上是一种以指数函数为内核的多参数模型。在求解过程

中，可以向处理 GM(1,1)模型一样，将其转换为线性模型，然后利用最小二乘法估计模型参

数。GM(1,N)模型的参数估计也是借助于矩阵乘法运算，过程相对复杂。模型的检验也比较

繁琐，不便于初学者掌握。考虑到模型求解过程中采用了基于线性关系的最小二乘技术，因

此实际上可以借助多元线性回归分析估计模型参数，并对模型的适宜性和拟合效果进行检

验。 
【例】山上积雪深度与山下灌溉面积的关系。以第 1 章给出的山上积雪对山下灌溉面积

的影响为例，说明利用 Excel 建立 GM(1,N)模型的两种途径。 

§18.1 方法之一——最小二乘运算 

参数估计和模型建设可以分为如下几个步骤完成。 
第一步，数据预备工作。 
第一小步，数据的累加生成。方法与 GM(1,1)模型的处理过程一样。录入数据之后，假

定数据分布于 B2:C11 单元格范围内，然后，在 D2 单元格中输入公式“=B2”，回车；在 D3
单元格中输入公式“=B3+D2”，回车。将将鼠标光标指向 D3 单元格的右下角，待其变成细

小黑十字，双击或者下拉至 D11，即可得到最大积雪深度的全部累加生成结果。接下来，在

E2 单元格中输入公式“=C2”，回车；在 E3 单元格中输入公式“=C3+E2”，回车。将将鼠

标光标指向 E3 单元格的右下角，待其变成细小黑十字，双击或者下拉至 E11，即可得到灌

溉面积的全部累加生成结果（图 18-1-1）。 
一种简便的处理方法是，待最大积雪深度数据累加生成之后，选中 D2:D3 单元格，将

将鼠标光标指向 D3 单元格的右下角，待其变成细小黑十字，右拖至 E2:E3 单元格；然后单

独选中 E3 单元格，将将鼠标光标指向 E3 单元格的右下角，待其变成细小黑十字，双击或

者下拉至 E11，便可得到灌溉面积的全部累加生成数值。 

 
图 18-1-1 原始数据的累加生成 

 
第二小步，预测变量累加生成数据的滑动平均计算。我们要预测的变量是灌溉面积，故

只需对灌溉面积数据进行滑动平均，并取负值。在 F3 单元格中输入计算公式 
“=-AVERAGE(E2:E3)”, 
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回车，得到以两年为单元的滑动平均的负值-38.3（图 18-1-2）。将将鼠标光标指向 F3 单元

格的右下角，待其变成细小黑十字，双击或者下拉至 F11，即可得到全部移动平均的负值（图

18-1-3）。 

 
图 18-1-2 预测变量累加数据的移动平均负值 

 
第三小步，数据的进一步整理。将最大积雪深度的累加结果，从第二位开始，到最后一

位（对应于 1972－1980 年），复制并粘贴到滑动平均数据的右边，并对齐。注意采用选择性

粘贴，并选中数值，然后粘贴。需要预测的变量，灌溉面积数据，从第二位开始，到最后一

位（对应于 1972－1980 年），复制并粘贴到刚才已经粘贴的数据的右边，并对齐（图 18-1-3）。
这样，我们就完成了数据预备工作。 

 
图 18-1-3 构建矩阵 B 和向量 y 

 
也可以采用如下方法，在 G3 单元格中输入“=D3”，回车，将将鼠标光标指向 G3 单元

格的右下角，待其变成细小黑十字，双击或者下拉至 G11，即可得到积雪深度累加数据的第

2 位至最后一位的结果。用同样的方法，得到灌溉面积原始数据第 2 位至最后一位的结果。 
灌溉面积累加生成数据的滑动平均负值和积雪深度累加结果（第 2 至最末位）构成矩阵

B，灌溉面积原始数据（第 2 至最末位）构成向量 y。 
 
第二步，最小二乘运算。 
第一小步，计算矩阵 BTB 及其逆矩阵(BTB)-1。选定一个 2×2 的单元格区域，比方说

F14:G15，然后，根据图 18-1-3 所示的数据分布位置，借助 Excel 的矩阵乘法函数 mmult 和
矩阵转置函数 transpose，输入计算公式 
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“=MMULT(TRANSPOSE(F3:G11),F3:G11)”, 
同时按下 Ctrl+Shift 键，回车，即可得到 BTB 的计算结果（图 18-1-4）。 
 

 

图 18-1-4 计算矩阵 BTB 
 

 
接下来，计算矩阵 BTB 的逆矩阵(BTB)-1。选定一个 2×2 的单元格区域，比方说 F18:G19，

然后，根据图 18-1-4 所示的数据分布位置，借助 Excel 的矩阵求逆函数 minverse，输入计算

公式 
“=MINVERSE(F14:G15)”, 

同时按下 Ctrl+Shift 键，回车，即可得到(BTB)-1 的计算结果（图 18-1-5）。 
第二小步，计算向量 BTy。选定一个 2×1 的单元格区域，比方说 F22:F23，然后，根据

图 18-1-4 所示的数据分布位置，输入计算公式 
“=MMULT(TRANSPOSE(F3:G11),H3:H11)”, 

同时按下 Ctrl+Shift 键，回车，即可得到 BTy 的计算结果（图 18-1-5）。 
第三小步，计算向量(BTB)-1BTy。选定一个 2×1 的单元格区域，比方说 F26:F27，然后，

根据图 18-1-5 所示的数据分布位置，输入计算公式 
“=MMULT(F18:G19,F22:F23)”, 

同时按下 Ctrl+Shift 键，回车，即可得到(BTB)-1BTy 的计算结果（图 18-1-5）。这个向量给出

了 GM(1,2)模型的参数估计值 

57457.1=a , 09104.31 =u . 

第三步，建设模型。 
我们这里有两个变量（N=2），将要建设的模型为 GM(1,2)模型。不妨用 x0 表示需要预

测的变量——灌溉面积，用 x1 表示解释变量——最大积雪深度。上标为 0 表示原始数据，

上标为 1 表示累加生成数据，括号中的下标表示时序。假定时间编号从 0 开始，即取

t=0,1,2,……，这里 t=0 对应于 1971 年，t=1 对应于 1972 年，其余依此类推。将上面的参数

估计结果赋予 GM(1,2)模型 
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这里 x1
(1)

(t)为第 t 个年份的最大积雪深度累加生成数据。 
 

 
图 18-1-5 全部矩阵运算的结果 

 
第四步，预测与检验。 
有了赋予参数的模型，就可以进行预测分析。 
第一小步，重新整理数据。将年份变为从 0 开始的时序，并将参数复制到这些数据附近

（图 18-1-6）。 
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第二小步，计算累加数据的预测值。假定整理好的数据如图 18-1-6 所示的排列，根据

上面的模型及其参数，在 G2 单元格中输入计算公式 
“=($C$2-$C$14*D2)*EXP(-$C$13*F2)+$C$14*D2”, 

然后将鼠标光标指向单元格 G2 的右下角，待其变成细小黑十字，双击或者下拉，即可得到

累加数据预测值的计算结果（图 18-1-6）。如果我们将时序向未来延伸，比方说，我们知道

1981 年的最大积雪深度，就可以预测 1981 年的累积值，还原之后得到 1981 年的预测值。 

 

图 18-1-6 利用模型计算累加结果预测值 
 
第三小步，累加数据预测值的递减还原。计算公式为 

)0(
)0(0

)0(
)0(0ˆ xx = , )1(

)1(0
)1(
)(0

)0(
)(0 ˆˆˆ −−= ttt xxx . 

在 H2 单元格中输入计算公式“=G2”，回车；在 H3 单元格中输入公式“=G3-G2”，回

车。然后将鼠标光标指向单元格 H3 的右下角，待其变成细小黑十字，双击或者下拉，即可

得到累加数据预测值的递减还原结果（图 18-1-7）。 
 

 

 
图 18-1-7 累加结果预测值的递减还原数值 

 
第四小步，计算绝对误差和相对误差。绝对误差公式为 
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)0(
)(0

)0(
)(0

)0( ˆ ttt xx −=ε , 

即用灌溉面积的原始数据减去相应的递减还原结果（图 18-1-8）。相对误差的计算公式为 

100/]ˆ[100/ )0(
)(0

)0(
)(0

)0(
)(0

)0(
)(0

)0(
)(

)0(
)( ×−=×= tttttt xxxxεμ . 

只要相对误差不超过 2%，就可以认为模型的拟合精度较高。对于本例，相对误差的绝对值

的平均值为 4.9638%，数值较高（图 18-1-8）。 
 

 
图 18-1-8 模型预报的残差和相对误差 

§18.2 方法之二——线性回归法 

上面给出的是 GM(1,N)模型参数估计和预测的一般步骤。这种方法的参数估计和检验分

析都比较麻烦，而且有时建立的模型根本不能用于预测。也就是说，我们事先不能判断研究

对象是否适合采用 GM(1,N)模型。下面介绍一种简便的处理办法，这种办法利用通常的多元

线性回归分析。 
第一步，整理数据。首先对数据累加生成，方法同上；然后以两年为单元，计算预测变

量滑动平均的负值，方法同上；将解释变量最大积雪深度的累加数据从第二位开始，到最后

一位（1972－1980），复制并粘贴到滑动平均结果的旁边，方法同上；将预测变量灌溉面积

的原始数据从第二位开始，到最后一位（1972－1980），复制并粘贴到更右边，方法同上。

全部结果参见前面的图 18-1-3。 
第二步，多元线性回归分析。 
第一小步，数据分析。在主菜单中沿着 Excel“工具－数据分析”的路径打开“数据分

析”选项框，选择“回归”，弹出“回归”选项框。然后，根据图 18-1-3 所示的数据分布，

在回归选项框中进行如下设置（图 18-2-1）。注意选中“常数为零（Z）”。确定之后，就会输

出一系列部模型拟合的统计参量（图 18-2-2）。 
第二小步，确定模型参数。在回归输出的各种统计量中，既有参数估计值，又有用于检

验分析的各种数值。其中的“系数（Coefficients）”对应的两个数值，就是我们需要的模型

参数： 

57457.1=a , 09104.31 =u . 

将这两个数值代入 GM(1,2)模型，就可以进行预测分析，方法同上。 
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图 18-2-1 回归分析选项 

 
第三小步，模型检验。这一步非常关键，检验方法参见一元线性回归分析一章。在拟合

优度不成问题的情况下，首先考察模型参数的 t 值或者 P 值（图 18-2-2）。如果 t 值不能通

过检验，或者 P 值大于 0.05，就表明研究对象不适合 GM(1,N)模型分析。回归效果越好，

GM(1,N)模型的预测效果也就越好。 
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a 主要输出结果 

 
a 残差和概率结果 

图 18-2-2 回归分析结果 
 
第三步，预测。 
我们是用 1971－1980 年的数据建立的模型。如果模型检验通过，我们可以往后延伸时

间序号，以实现预测的目的。在时序编号中，0 年对应于 1971，9 对应于 1980 年。如果我

们事先知道 1981 年的最大积雪深度，比方说 27.5 米，将预测结果向下延伸一步得到 53.99
（图 18-2-3）。 
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后  记 

直到 2000 年，本人对作为一种电子表格的 Excel 软件还很不以为然，那时想当然地认

为这类软件的计算功能可能非常有限。大约 2000 年前后，北京大学的冯健博士向我演示了

一下 Excel 的数值自我复制功能，我这才意识到 Excel 具有其他软件无法替代的特有作用。

2001 年后，我自己买了一台笔记本电脑，开始尝试使用 Excel 的数学计算功能，并将其应用

于教学和研究工作。一段时间之后，本人就发现这个软件非常卓越，利用它开展数学计算工

作简直就是一种享受。 
从此以后，作者一边讲授北京大学城市与环境专业研究生的地理数学方法，一边开发

Excel 的数学计算功能。只要打开计算机从事与教学或科研有关的工作，Excel 成了不可须

臾离开的软件。作者在使用其他软件如 SPSS、Mathcad 或 Matlab 的时候，都要结合 Excel
开展工作。现在读者见到的这本书，就是作者应用 Excel 开展教学和研究工作的部分方法总

结和成果提炼。 
在此，作者要感谢冯健副教授和姜世国博士，他们在作者最初应用 Excel 软件的时候，

提供了许多热情的帮助。冯健副教授为本书的案例分析提供了数据，姜世国则在相关的软件

技术方面提供过支持。作者特别感谢自己的博士生导师周一星先生，正是周先生大力支持和

长期鼓励本书作者开展地理数学方法教学工作。作者还要感谢参考文献中提到的部分作者，

本书采用了他们的一些数据资料开发了本书的教学案例。最后，作者感谢北京大学城市与环

境专业的许多研究生和本科生，他们在学习作为试用教材的本书初稿过程中提出了许多改进

意见，从而提高了本书的质量。 
书中的错误和疏忽之处在所难免，希望读者发现之后及时指正，以便今后进一步改进这

本教材的质量。 




